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NOCIONES 




OMETRIA analítica 



DE DOS DIMENSIONES 






INTRODUCCIÓN. 



CAPITULO PRIMERO. 



Nocione» Preliminares 



1. Definiciones preliminares.— -La Geometría analítica tiene 
por objeto resolver de una manera uniforme y general, valiéndo- 
le del Algebra, las cuestiones geométricas. 

La Geometría analítica investiga las propiedades geométíHcas, em- 
pleando sistemática y metódicamente las ecuaciones' 

Los métodos generales y puramente algebraicos de la Geome- 
tría analítica, estriban en la introducción de los sistemas de coorde- 
nadas. 

Hay una gran diversidad de sistemas de coordenadas y es dé 
todo punto imposible clasificarlos y caracterizarlos en los prime- 
ro3 elementos de Geometría analítica. Sólo estudiaremos las coot" 
denadas puntuales, limitándonos á las rectilíneas y á las polares. 

Las coordenadas puntuales son un sistema de cantidades alge- 
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braicas destinadas á fijar la posición de un punto. En Geometría 
analítica plana, el sistema considerado es, en última análisis, bi- 
nario. 

La forma ó figura se resuelve en relaciones de magnitud entre 
partes diferentes, y las relaciones de magnitud se resuelven en 
relaciones de posición. La posición se determina por medio de los sis- 
temas de coordenadas. La figura se puede, pues, estudiar por me- 
dio de ecuaciones entre coordenadas. 

2. Coordenadas cartesianas. — Las coordenadas cartesianas q ue 
también se denominan coordenadas rectilíneas^ fueron ideadas por 
el insigne Descartes, inmortal creador de la Geometría analítica. 
En este sistema, la posición de un punto en un plano se determi- 
na por medio de dos rectas paralelas á rectas fijas. La posición 
de las rectas variables se determina por medio de las coordenadas 
rectilíneas* 

Las rectas fijas son dos rectas cualesquiera qué se cortan, se 
denominan ejes de coordenadas y su punto de intersección se llama^ 
origen de coo7*denadas. 

Sean (fig. 1) Ox, Oy, los ejes de coordenadas, O el origen y M 
unpuntocualquieradel plano deter- 
minado por los ejes. Las distancias JT'^ 1 
del punto M á cada uno de los ejes j¡^ 
considerados, 'estimadas paralela- v 

mente al otro eje y transportadas al p'L yiJ^ 

mismo eje paralelamente, son las / y/^J 

coordenadas rectilíneas ó cartesia- / y^ / 

ñas del punto M. , //^ / 

El eje Ox es generalmente hori- "q¡ p 

zontal, pero puede tener una sitúa- / , 

ción cualquiera; se llama eje de las '^ 

abscisas, y el otro eje se denomina eje de las ordenadas. La abscisa> 
y la ordenada consideradas conjuntamente, son las coordenadas, 
del punto escogido. 

: Las rectas P'M y PM son respectivamente paralelas á los ejes 
Ox, Oy- El segmento OP igual á P'M es la abscisa del punto M, y 
el segmento OP' igual á PM, es la ordenada del propio punto. 

Se estila enunciar primero la abscisa de un punto y luego la. 



ordenada; sus símbolos se suelen escribir dentro de un parénte- 
sis, separándolos con una coma y colocando el paréntesis á ]a de- 
recha del símbolo del punto é inmediatamente después. El algo- 
ritmo MCo?, y) expresa que 2c é 1/ son respectivamente la abscisa 
y la ordenada del punto M. 

La abscisa se simboliza habitual mente por ¿c, 6 por X 6 por ¿ 
ó por estas mismas letras con acentos ó con índices, y la ordena- 
da por y, ó por Y ó por i?, ó por estas mismas letras con acentos 6, 
con índices. Los ejes de coordenadas se suelen leer compendio- 
samente, diciendo: eje de lasx, para designar el eje de las abscisas, 
y eje de las y, para designar el de las ordenadas. 

El conocimiento de la abscisa de un punto entraña el de una 
recta paralela al eje de las y, trazada á una distancia del origen 
igual á la abscisa considerada. Todos los puntos que tienen la 
misma abscisa que el punto escogido, están situados en esa mis- 
ma paralela. 

El conocimiento de la ordenada de un punto entraña el de una 
recta paralela al eje de las x, trazada á una distancia del origen 
igual á la ordenada considerada. Todos los puntos que tienen la 
misma ordenada que el punto escogido, están en esa misma pa- 
ralela. 

Así, para determinar la posición del punto M (fig. 1), se proce- 
derá de la manera siguiente: 

Sobre el eje de las íc, partiendo del origen O y en el sentido con- 
veniente, se tomará un segmento de recta OP igual á la abscisa del 
punto considerado y por el punto P se trazará la recta PM pa- 
ralela á Oi/, después, se tomará sobre el eje de las y, partiendo 
del punto O y en el sentido conveniente, un segmento de recta OP' 
igual á la ordenada del punto M, y por el punto P' se trazará la 
recta P'M paralela á Ox. El punto de intersección M de las dos 
paralelas que se han trazado, es la posición del punto buscado. 

Todos los puntos del eje de las abscisas, tienen nulas sus orde- 
nadas, y todos los puntos del eje de las ordenadas, tienen nulas 
sus abscisas. La abscisa y la ordenada del origen son ambas igua- 
les á cero. 

Es necesario notar cuidadosamente que las coordenadas recti- 
líneas se deben tomar en determinado sentido. 
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Para dilucidar este punto, es menester exponer algunas nocio- 
nes previas que son indispensables. 

Un punto O escogido al arbitrio sobre una línea recta AB, de- 
termina dos porciones de recta OA, OB, indefinidas en un solo 
sentido y que se llaman semirectas- O es el origen de las semirec- 
tas consideradas y es el punto que se enuncia primeramente. Es- 
tas semirectas tienen la misma dirección y sentidos opuestos. 
. Segmento de recta es una porción de recta de determinada mag- 
nitud, de determinada dirección y de determinado sentido. La 
dirección y el sentido del segmento son la dirección y el sentido 
de la semirecta áque pertenece el segmento. 

El punto de partida del segmento se llama orífl^en del segmento, 
y extremo, el otro punto. El segmento se considera engendrado 
por un punto que se mueve sobre la recta á que pertenece el seg- 
mento, del origen del segmento al punto extremo. 

El sentido del segmento se indica por el orden en que se enuncian 
las letras terminales, y se simboliza por estas mismas letras, con 
una rayita arriba. El segmento OA se simboliza de este modoOA. 

OA y AO simbolizan dos segmentos de recta enteramente dis- 
tintos: el extremo del segundo coincide con el origen del primero 
y vice versa. Los segmentos considerados tienen la misma mag- 
nitud y dirección, pero son de diferente sentido: el punto gene- 
rador parte de O, recorre el camino OA, en seguida retrocede, 
recorre el camino AO y vuelve finalmente al punto de partida O. 
El camino total que recorre, es. pues, nulo. Esto es lo que expre- 
sa la ecuación de Moebius 

AO-1-OA=0, 
ó bien 
(1) A0 = — OA. 

Cambiando el orden de las letras, cambia, por consiguiente el 
signo del segmento. 

Los segmentos AO y OA tienen, como ya se dijo, la misma di- 
rección y sentidos opuestos- La oposición de sentido se indica, pues, 
por un cambio de signo- 

Las coordenadas de un punto son cantidades algebraicas, re- 
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presentadas gráficamente por segmentos de recta; la oposición 
de sentido se indicará, en consecuencia, por un cambio de signo. 
Si la semirecta Ox, sirve de base á las abscisas positivas, la semi- 
recta Ox' servirá de base á las negativas- Si la semirecta Oy sirve 
de base á las ordenadas positivas, la semirecta O^' servirá de base 
alas negativas* Generalmente, las abscisas se estiman positiva- 
mente sobre la semirecta Ox, y las ordenadas sobre la semirecta 
Oy, Ox y Oy son las partes positivas de los ejes de las o; y de 
las y. 

Los ejes de coordenadas determinan cuatro espacios angulares, 
que forman cuatro regiones indefinidas. La primera está cir- 
cunscrita por las semirectas Ox, Oy (fíg. 2), la segunda, por las 
semirectasOa?', Oy; la tercera, por w 

las semirectas Ox\ Oy'; y la cuar- r*- jn '^ 

ta por las semirectas Q», Oy'. , / 

En las regiones 1^ y 39-. las coor- ^ ( ' J^^^^f ^f ^^f^ 

denadas tienen el mismo signo: po- 
sitivo, en la primera; negativo, en la '^— 
tercera; en las regiones 29" y i^, las 

coordenadas son de signo contra- ^ ~^^ 

rio: en la segunda. Ib. abscisa es ne- *^'^y "^^ 

gativa y la ordenada positiva; y en la /^^ 

cuarta, la abscisa es positiva y la or- 
denada negativa. 

El ángulo de los ejes es el ángulo formado por las partes positivas 
de los ejes. Si este ángulo es recto, las coordenadas se llaman 
ortogonales, y oblicuas en el caso contrario. 

Si las coordenadas son oblicuas, OP (fig. 1) es la proyección so- 
bre Ox del segmento de recta OM, siendo Oy la directriz de las 
proyecciones*; y OP' es la proyección sobre Oy del propio seg- 
mento, siendo Ox la directriz. 

La proyección sobre un eje cualquiera oz de un segmento de 
recta AB, la simbolizaremos de este modo: P^^AB ó más simple- 



* La directriz de las proyecciones oblicuas es la semirecta á la que tienen 
que ser paralelas las proyectantes. 




10 
mente P^AB. Se tienen, paes, las relaciones 

Las propias relaciones subsisten si las coordenadas son orto- 
gonales; las proyecciones son entonces ortogonales; mientras que 
son oblicuas, cnando las coordenadas son oblicuas. 

3. Coordenadas polares. — En este sistema la posición de un 
punto se determina por la intersección de una semirecta de posi- 
ción variable y cuyo origen es un punto fijo, y de una circunfe- 
rencia de círculo de radio variable y cuyo centro es el origen in- 
variable de la semirecta considerada. Elste origen se llama poto. 

La posición de la semirecta variable, se determina por medio 
del ángulo q ne forma con una semirecta fija del mismo origen, que 
se llama eje polar. El ángulo mencionado se llama ár^ulo poLar^ y 
radio vector al radio del círculo variable. 

Sean (fig. 3) M un punto cualquiera, Ox el eje polar y O el polo 
El ángulo MO^ es el ángulo polar 
del punto M y la magnitud OM el 
radio vector. J\^.3, 

En general, designaremos por r 
el radio vector y por 8 el ángulo 
polar. 

Para determinar la posición de 
un punto cuando se conocen sus 
coordenadas polares, se traza la se- 
mirecta Oz, que forma con el eje /z^ 
polar Ox un ángulo igual al polar y 

una circunferencia de círculo cuyo centro es O y que tiene por 
radio el radío vector dado. El resultado es el mismo si se traza la 
semirecta Oz de la manera indicada y si se toma sobre esta semi- 
recta, partiendo del polo O, una magnitud OM igual al radio vec- 
tor dado. 

Para que una ecuación en coordenadas polares dé á conocer en 
muchos casos todas las partes de una curva, es necesario dar á ^ 
valores negativos. 

Para que una sola ecuación en coordenadas polares dé á cono- 
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cer todas las partes de una curva, es en muchos casos necesario 
dar á r valores negativos. 

4. Ángulo de dos rectas. — El'ángulo de dos rectas no es una 
magnitud bien definida, porque en realidad forman cuatro ángu- 
los, reducibles á dos ángulos diferentes que siempre son suple- 
mentarios. 

Para que el ángulo de dos rectas sea una magnitud bien defini- 
da, hay que suponer que cada una de estas rectas la engendra un 
punto que se mueve en la dirección de la recta. 

El sentido del movimiento de este punto ficticio, sentido que en 
algunos casos se indicará por medio de una flecha, es, por defini- 
ción, el sentido de la recta. El ángulo de dos rectas es entonces 
el formado por dos semirectas del mismo origen, paralelas res- 
pectivamente á las rectas dadas y de los mismos sentidos que los 
de estas rectas. 

Sean (fig. 4) AB y CD las rectas dadas y O un punto cualquie- 




ra. Tracemos por el punto O la recta 0& paralela á AB y del mis- 
mo sentido que AB y la recta Od paralela á CD y del mismo sen- 
tido que CD. El ángulo bOd es, por definición, el ángulo de las 
dos rectas AB, CD. 

5. Ángulo de dos semirectas. — Si las dos semirectas no tie- 
^ nen un origen común, por el origen de una de ellas se trazará á la 
otra una paralela del mismo sentido. 

Sean (fig. 5) OA, OB dos semirectas del mismo origen. El án- 
gulo AOB de estas semirectas lo definiremos de la manera si. 
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Croieote: imaginemos ana recta ñctícia (A> que tenga por origen 

el ponto O, qne coincida primeramente coa OA y qne ae mnera 

alrededor del pnnto O de derecha 

á izquierda hasta que coincida con 

OB. El espacio angular qne la se- 

mirecta considerada engendra, es 

la magnitud del ángnlo AOB. 

Si la semirecta^ (-^X en coinci- 
dencia primero con OA, se moere 
alrededor de O en sentido inverso 
de izquierda á derecha, de modo 
que engendre el mismo espacio an- 
gular, éste será la medida del án- 
gulo AOC igual á AOB, pero de signo contrario. 

Si consideramos como positivos á los ángulos engendrados en 
el primer sentido, de derecha á izquierda, cuando se engendren 
en sentido opuesto, de izquierda á derecha, los consideraremos 
como negativos. 

La magrnitud angular se mide, pues, por la cantidad de revolu' 
cícÁn de la se mi recta ficticia (A). £sa magnitud es susceptible de 
toda clase de valores: la semirecta ficticia (A) puede describir 
una fracción cualquiera de revolución, aumentada de un número 
cualquiera de revoluciones completas. Por consiguiente, hay án- 
gulos de todas las map'nitudes. 

Para estimar la magnitud angular, la unidad natural es una re- 
evolución completa, llamada por Sandeman perigonio. Se puede es- 
coger como unidad de medida una fracción del perigonio: el án, 
guio recto, considerado como unidad de medida en la Geometría 
de Euclides, es la cuarta parte del perigonio. 

En la Análisis matemática, los ángulos se estiman siempre en 
medida circular. La fracción del perigonio que se toma como uni- 
dad, se denomina radiano; esta es la unidad arcual del Prof. de 
Morgan. El radiano es el ángulo que subtiende un arco de circunferen- 
cia de círculo igual en magnitud al radio del circulo. El radiano es ^ 

igual á una fracción del perigonio representada por — ; es decir 
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• 1 ' 360O . . 
que es igual a -^ — 6 á 



^^ = 57^295 779 



Es necesario recordar incesantemente que en la Análisis mate* 
tnática, la magnitud angular es siempre una razón abstracta: la 
razón de la longitud del arco de circunferencia de circulo subten- 
dido por el ángulo al radio del círculo. La unidad angular es 
necesariamente la que corresponde á un valor de la razón consi- 
derada igual á la unidad. Esta rafsón unidad es el radiano* 

6. Ángulos directores de una recta. —Los ángulos directo- 
res de una recta son los de la semirecta paralela y del mismo sen- 
tido. 

7. Ángulos directores de una semirecta.— Los ángulos di- 
rectores de una semirecta son los que forma con las partes posi- 
tivas de los ejes de coordenadas. 

Dicho se está que la semirecta se supone situada en el plano de 
los ejes. 

Los ángulos directores de una semirecta cualquiera son igua- 
les á los que forma con las partes positivas de los ejes una semi- 
recta paralela á la dada y del mismo sentido, trazada por el origen 
(núm. 5). 

Sean (fig. 6) (D) la semirecta dada, Ox, Oy los ejes de coorde- 
nadas y Oa la semirecta paralela á la dada y del mismo sentido. 
Los ángulos directores de la semirecta (D) son iguales álos ángu- 
ícOa, yOa. 

8. CXlcülo de los ángulos directores de una recta. —Los 
cosenos de los ángulos directores de una recta, se denominan por 
elipsis cosenos directores de la recta. Comenzaremos por calcular- 
los. 



ri¿.e 
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Sean a, P, los ángalos directores de la recta dada, Oa (fig. 6) la 
semirecta que le es paralela y del 
mismo sentido, Qr, Oy los ejes de 
coordenadas y a («, y) un punto 
cualquiera de la semirecta Oa. Tra- 
cemos la recta a h paralela á yO, y 
proyectemos ortogonalmente sobre 
el eje Oa?, el contorno Oba de las 
coordenadas y su resultante Oa. 
Con arreglo al teorema fundamen- 
tal de la teoría de las proyecciones, 
tendremos 

P^Oa= P^Ob + F^ba 

Como el ángulo que forma ba con la parte positiva del eje de 
proyección; es decir, con la semirecta Oa;, es igual al que forma 
con Ox la semirecta Oy paralela ábaj del mismo sentido, desig- 
nando por <k el ángulo xOy y por r la magnitud Oa, se tendrá 

P^Oa =r cosa, P^ Ob = Ob = o?, P^l)a= y cos<^. 

Substituyendo en la precedente relación, resulta 
(1) r eos a = ce + y eos 4^. 

De la misma manera, proyectando el propio contorno O&a y su 
resultante Oa sobre Oy, tendremos 



PyOa=PyOb+Pyba. 



Mas se tiene 



PyOa = r cosi9, 



P Ob=xcos<l>t 



Pyba =^ba = ' 



Substituyendo en la precedente relación, resulta 
(2) r eos P =0? eos 4> + y> 

Proyectando, por último, sobre Oa el propio contorno y su re- 
sultante, se tendrá 



PaO«=Pa06+Pa&«- 
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Substituyendo por las proyecciones sus valores 

Pfia — Oa = r, Pfib = xcosa^ FJ[xi== y eos P, 

resulta 

(3) r = x eos a + 1/ eos A 

Las relaciones (1), (2) y (3) permiten determinar los cosenos 
buscados. En efecto, substituyendo en la relación (3) por cosa y 
eos P, sus valores 

(4) eos a = — (a; + 1/ eos <A), eos P=rz — {x eos 4^ + y) 

r r 

sacados de las relaciones (2) y (3), se obtiene simplificando 

(5) r*= x^+y^+ 2xy eos <f>. 

Substituyendo en las relaciones (4) por r su valor deducido de 
la (5), se obtiene finalmente 

(o) eos a = / u o =^' 

V aj^H- y +2xy cüs<A 

C7) cosp= — 



Va?^ + y'*-\-2xy eos 4> 

De las precedentes relaciones se deducen fácilmente los valo- 
res de los senos directores. En efecto, se tiene (6) 

sen^a = 1 — cos^a =1 ^ 



x^ -\-y^ -k-^xy Qoñ 4> 



Efectuando las operaciones indicadas y simplificando, se obtie- 
ne finalmente. 

ra\ ?/sen <^ 

(8) sena.— - "^ 



Vcc*+ y^-\-2xy cos<^ 

De un modo análogo se obtiene la relación 

/n\ o ^ sen <A 

(9) seni3 = 



Vx'''+l/'*+2íri/cos <t> 
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La relación (8) se puede obtener directamente, proyectando el 
contorno considerado y su resultante sobre el eje Op normal á 
Ox. 

Si las coordenadas son ortogonales (n9 2) se tiene entonces 

ir 

<^=-ñ-' Introduciendo este valórenlas fórmulas (6), (7), C8) y 
(9), se obtienen las fórmulas conocidas 

X Q 

C0Sa=— . . COSP = 



sena= 




Víc* + ?/^ Va* +2/ 



9. Relación fundamental entre los cosenos directores 
DE UNA recta. — Se tienen las relaciones (n^ 8, reís. 1 y 2) 

rcosa = íc + i^cos<^, 7'Cosi8 = a;cos <l>+y. 

De estas relaciones se deduce, por eliminación 

r ^ 

X = ¿-. (eos a — eos P eos <^), 

sen^9 

(1) ^ r 

I y = r. (eos P — eos a eos <^). 

I sen 9 

Substituyendo estos valores en la relación (n9 8, reí, 5) 
r^= x^+ y^+ 2xy eos <f>, 

resulta simplificando 

?'*sen* <l> = [eos'a — eos*^ eos*<í> -f cos^iS — cos'a eos •<^— 
— 2 eos a eos P eos 4>-i'2 eos a eos P cos'<A] r'^. 

Sacando factores comunes, simplificando por medio de la rela- 
ción sen*<í» = 1 — eos^<í> y dividiendo toda la ecuación por r* sen^<^, 
se obtiene finalmente 

(2) sen^<^ = cos^a + eos*^ — 2 eos a eos fi eos <f> 
que es la relación buscada. 
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Existe una relación análoga entre los senos directores^ y esta 
relación se obtiene substituyendo en la (5) por xéy sus valores 
(n9 8, reís. 8, 9 y 5). 

rrt\ f* sen fi r sen a 

(3) íc = T» 1/ = V' 

sen 9 sen 9 

Asi se obtiene 

(4) sen*<^ = sen'a -f- sen^jS 4* 2 sen o sen P eos <!>- 

Las relaciones (2) y (4) permiten determinar la relación funda- 
mental que existe entre los ángulos directores « y /8. Pero es más 
sencillo proceder de la manera siguiente: 

Si en las relaciones conocidas 

eos (a + ^) = eos a cos fi — sen a sen fi, 
sen (a -f- )&) = sen a eos P + cos a sen P, 

se substituyen los valores (n9 8, reís. 1, 2, 8 y 9) 

ysen<l> « ícsen<^ 

sentt==^ » senp= > 

r r 

x + vco^<l> ^ ÍCC0S<^+^ 
Cosa= = » COSP = '— ^» 

r r 

se obtendrá simplificando 

C0s(a+^) = ^ » 

T 

r . Q\ ^'^^ + 1/* + 2.T.V cos<^) sen<^ 
sen (a 4- ^) == z. ■- 



Poniendo por 7-'* su valor (n^ 8. reí. 5), resulta finalmente 

\ 



cos (a + ^) = eos <^, 

(5) \ sen (a -}- ^) = sen </>. 



De la primera relación se deduce por la Trigonometría gene- 
ral 

Gtomctríi Antlítiea— 2 
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y de la seronda se saca 



♦ — a — /9 = 2JtV 



Como las relaciones consideradas (5) se tienen qne verificar si- 
multáneamente, se tiene por fuerza 



(6) 



*— a~/5 = 2X:V 



que es la relación buscada. 

Esta relación ezifi^e que el ángulo P se cuente positivamente de 
izquierda á derecha. En efecto, supongamos que la semirecta con- 
siderada Oa esté situada sucesivamente en cada una de las cuatro 
regiones que los ejes determinan 
(fig- 7). Eki la primera región, se 
tiene evidentemente 




Eki la segunda, la figura da la re- 
lación 

aOas — i/Oa 2= aOy = «í>, 

Oa2 es la posición de la semirecta ^ 
considerada. 
Mas se tiene 

y, por consiguiente, substituyendo 

En la tercera región, Oas es la posición de la semirecta, y la 
figura da la relación 



Pero se tiene 



yOa3+ oOas = 2» — aOy = *. 



— aOas=o, —yOa^ = P 



y substituyendo resulta 



— a — /3=2ir — < 
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ó bien 

Por último, en la cuarta región se tiene 

yOa4 — aOaí= ocOy = <l>. 
Mas se tiene 

yOaA= fi, — ocOai = o. 

Substituyendo se obtiene 

10. CÁLCULO DEL ÁNGULO DE DOS RECTAS.— Sean (D) y (DO las 
rectas dadas, a, /8, a', /3\ sus ángulos directores y Fel ángulo que 
forman las mencionadas rectas. Sean (fig. 8) Oa, Ob las semirec- 
tas respectivamente paralelas á D 
y D' y délos mismos sentidos que r\^ g 

estas rectas. El ángulo V de las \ /V- 

rectas (D), (DO, es igual al ángulo -^ \ 
60a. Tomemos respectivamente so- 
bre cada una de las semirectas con- 
sideradas un punto cualquiera a(a?, 
y) sobre la primera y b(x\y') so- 
bre la segunda, y pongamos 

Oa = r, Ob = r\ 

Proyectando ortogonal mente sobre Oa el contorno Oca y su resul- 
tante Oa tendremos 

Pi,Oa = PbOc-hPbCa 

Mas se tiene, puesto que ca es paralela á Oy, 
P^jOa = Oa eos 60a = r eos F, Pb^c = Oc eos a06 = x eos «', 

p^ ca = ca eos yOb = ?/ eos ^. 

Substituyendo en la relación precedente, resulta 
(1) reos F= ce cosa' +1/ eos ^\ 
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Proyectando el mismo contorno y su resultante sobre los ejes 
Ox, Oy, se obtienen las relaciones conocidas (n9 8, reís- 1 y 2). 

r eos o, = x+ y eos ^, ?• eos i8 = ce cós <^ + y. 

De las precedentes ecuaciones se deducen los valores conocidos 
(n9 9, reís. 1) 

(2) X= 0-; (cosa— ;C0S^C0S<^), y= í". (COS P — COSa COS^). 

sen^<í> seu^<^ 

Substituyendo estos valores en la relación (1), se obtiene sim- 
plificando 

/o\ T^ (eos a. — eos i3cOS <^ ) eos a'-l- (co^fi — - COSa COS ^)cOSi3'. 
Kó) COS V= ' TI 

sen 9 



Por otra parte, de las relaciones (8) y (9) del n9 8, se deduce 



sen P r sen a 



(4) x='-^ — X' V— ^ 

^ sen 9 sen 9 

De la comparación de las relaciones (2^ y (4), resulta 

Ícos a — eos P eos <^ = sen i^sen <^, 
eos i8 — eos a eos 4> -= sen a sen ^. 

Substituyendo estos valores en la relación (3), se obtiene sim- 
plificando 

séMi P eos a'+ sen « eos P' 

cosí— 

sen 9 

Reemplazando en la presente relación sena, sen i8, cosa', eos i8' 
por sus valores (n9 8, reís. 6, 7, 8 y 9) 

V sen </> iy X sen ^ 

sen a = — -> sen p = — — 



sf x^ '\-y^ ■\-'Íxy eos i» Víc*H- i/*+2cci/ eos <^ 
eos a'= ■ ,. .. ^ , , =r> eos P^= ^ 



Va;'-+í/'' + 2a;y cus <¿> . V.V^+i/'''+ 2x'y'coB>' 
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resulta simplificando 

(6) eos V = - y ^*+ VV'+- (^'+'vx') eos 4^ 



VCcc^H- i/^+2íri/cos <l>) (x''^+ V^+ 2x'y'co» <t>) 

De la precedente relación se puede deducir el valor de sen V 
por medio de la fórmula sen*F=l — cos^F. Pero es preferible 
operar directamente del modo siguiente: 

Proyectando sobre el eje Op normal á Ob (fig. 8) el contorno Oca 
y su resultante Oa, y poniendo por las proyecciones sus valores, 
se obtiene 

Oa eos í-^ —v] = Oc eos ( -5- + «M + ca eos ( |- — ^' j; 

«s decir, 

r sen F^= — X sen a'-f- y sen fi\ 

Substituyendo por sen a' y sen P' sus valores (n9 8, reís. 8 y 9) 

, y' sen <l> ay ^^ sen <^ 

i3ena'= / ^ o sen/?'=^ 



Va;'^+ y'^+ 2xYco% <l> Vx'* + 1/'^+ 2a?Vcos <t> 

y por r el suyo (n9 8, reí. 5), se obtiene despejando 

(yx^ — xy*) sen <t> 



(7) sen F= 



V(a:*+ 1/'+ 2xy eos <^; (a;''^+ y'* + 2x'y' eos *) 



Por último, dividiendo ordenadamente la relación (7) por la (6), 
resulta 

(yx^— xy^) sen <^ 



<8) tang F= 



xx^+ yy^+ {xy^-^-yx^ ) eos <^ 



Si las coordenadas son ortogonales se tiene <^ = -- , y las rela- 
cienes (3, 6, 7 y 8) se convierten en las siguientes 

eos F=^ eos a eos a'-f eos jS eos /8', 
(9) cosF=^ ^^"^^ 



^fWT¥)W^fy^ 



(10) sen F= 
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yx'— xy' 



V(a:»+y»)(x'»+i/") 



(11) tangF=í^;^. 

xx'+ yy' 

li. Parámetros directores de una recta.— Alas cantida- 
des 

eos a — eos P CCS ^, OOS P — COS a COS <^, 

las llamaremos parámetros directores de la reeta considerada y las 
simbolizaremos por A. y /x. Como se tiene 

(1) X = eos a — eos P eos <^, /A = eos P — eos o. eos<A, 
las relaciones (5) del n9 10, revisten la forma 

(2) X = sen P sen <^, m = sen a sen <f>, 

12. RELAaÓN entre los parámetros directores de una 
RECTA.— Si en la relación (2) del n9 9 

sen^<A = sen'o + sen'iS + 2 sen a sen P cos<^, 

substituimos por los senos sus valores sacados de las relaciones 
(2) del n9 11, 

sen P = 1» sen a = -r' 

sen <P sen 9 

obtendremos 

(1) sen^ <^ = X« + /A* + 2A/i eos <^. 

13. Relaciones entre los cosenos directores de dos rec- 
tas NORMALES.— Si las rectas ÍD) y (DO son normales, el ángulo 

Fes igual á y» eos V es, pues, igual á cero, y de la relación (3) 

del n9 10 se deduce entonces 

(eos a — eos P eos <!>) eos a'+ (eos P — eos a eos <A) eos P^= O 

6 bien (reís. 1, n9 11) 

X eos a'+ M eos i3'= O, 
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ecaación que se puede poner en la forma . 

/-X cosa* — COSjS' 

(1) -^ = A— ^'^^ 

designando por p el valor común de las precedentes razones. 
De las relaciones (1), se deduce 

eos a'= p/i, eos /3*== — pK. 

Substituyendo estos valores en la relación (n^ 9, reí. 2) 
cos^a'-j- cos*i3' — 2 eos a'cos iS'cos 4^ = sen^<^, 

resulta 

P«(/x«+ X»+ 2A/i eos <td = sen'<^. 

Reemplazando el precedente trinomio por su valor (n9 12, 

reí. 1) 

/a2 4- \2 -|_ 2V eos <^ = sen* <^, 

se obtiene 

P*sen*</>=1, 

y despejando áp 

1 



sen<í» 



Substituyendo este valor en las relaciones (1), resulta 

eos g' — eos )8' __ 1 

p. A. sen <^ 

Despejando se obtiene 

u —X 

(2) ' eos a' = -' eos /8' = r» 

' sen 9 sen <^ 

y poniendo por m y A sus valores (n9 11, reís. 1), resulta final- 
mente 

I eos «'= T (eos fi — eos a eos <^), 

(3) -I ^ ^""l"^ 

eos )8'= -T (eos /3 eos <^ — eos a), 

L sen 9 

que son las relaciones buscadas. 
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14. Teorema relativo á dos segmentos de recta consecu- 
tivos DE LA MISMA BASE.— Se dice que dos segmentos de recta 
son consecutivos, cuando el origen de uno de los segmentos coin- 
cide con el extremo del otro. 

Si dos segmentos de recta de la misma base son consecutivos, 
el segmento que tiene por origen y por extremo el origen y el extremo 
no coincidentes de los segmentos oonsiderados, es igual á su suma alge- 
braica. 

Sean A el origen del primer segmento, B el extremo y C el ex- 
tremo del segundo. B será también, por definición, el origen del 
segmento segundo. Estos tres puntos pueden presentar seis dis- 
posiciones diferentes, pero basta examinar tres solamente. 



1» ABC, 2í^ ACB, 


3» CAB. 


1* ABC (fig. 9). Se tiene eviden- 
temente 


^g.9. 


AC = AB + BC. 


3^.^-^ 



2?- ACB (fig. 10). La figura da la A, 
relación 

AC = AB — CB. 

Fx t.lO. M^ Mas se tiene (ni» 2, reí. 1) 

y, por consiguiente, substituyendo 
AC = AB + BC. 



39' CAB (fig. 11). La figura da la 
relación 

CA = CB— ÁB. 
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Ma8 se tiene (n^ 2, reí. 1) 

CA=: — AC, CB = — BC. 

Substituyendo y cambiando signo, resulta 

AC = AB + BC. 

15. Coordenadas de un punto cualquiera de un segmento 
DE recta.— Sean A(xt,yO el origen del segmento, B (¿c», i/g) 
el extremo y C (x,y) un punto cualquiera del propio segmento. 
Si C está entre A y B, los segmentos CA, CB son aditivos, y como 

CA 

son de signo contrario, la razón ^m" será negativa. Si- C no está 

entre A y B, C no pertenece propiamente al segmento AB, sino 

á la semirecta que le sirve de base. Los segmentos CA, CB son, 

en este caso, substractivos^ y como son del mismo signo, la razón 

CA 

t;^:^ será positiva. Sea Je el valor absoluto de esta razón, y A' 

(íCj, o), B'Cxg, o), C'(íc, o), las proyecciones oblicuas sobre el 
el eje de las 07 de los puntos A, B, C, el eje de las ^ es la direc- 
triz. 

Ahora bien, como las proyectantes de los puntos A, B, C, son. 
paralelas, la Geometría especial da la proporción 

CA CA' 



(1) 



CB CB' 



y las dos razones que en ella figuran serán siempre del mismo 
signo. 

Sea O el origen de las coordenadas. Como los tres puntos O, 
C% A* determinan dos segmentos consecutivos 0C\ CA', apli- 
cando el teorema precedente (n^ 14), se tendrá 



OA'=OC+C'A'. 
y, por consiguiente, 



C'A'=: OA'— 0C= XI — X. 

Por la misma razón, se tendrá 

G'B'==x^ — x. 



Por consiguiente 
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C'B' x^—x 



Substituyendo esta expresión en la relación (1) y poniendo por 
su símbolo A;, se obtiene 



CB 



= fc. 



Xa— JC 

Despejando á x, resulta 

(2) . = "P^^ 

1 — k 
De la misma manera se obtiene la fórmula 



(3) 



1 — A; 



Si el punto C está situado en la mitad del segmento AB, los 
segmentos CA y CB son iguales y como son aditivos, se tendrá 
A: = — 1. Substituyendo este valor en las fórmulas (2) y (3), se 
obtiene 

a;= g- (í»i + ^2)» 1/ = 2" (^1 + Vi^' 

Se tiene, pues, demostrado el siguiente teorema: 
16. Teorema. — La abscisa y la ordenada del punto medio de un 
segmento de recta son respectivamente iguales á la media aritmética 
entre las abscisas y las ordenadas de las extremidades del segmento- 
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CAPITULO II 



TBANSFOBMACION DE COORDENADAS. 



17. Objeto de la transformación de coordenadas carte- 
sianas. — La transformación de coordenadas cartesianas tiene por 
objeto determinar las coordenadas de un punto con relación á un 
sistema de ejes cuando se conocen las coordenadas del mismo 
punto con relación á otro sistema de ejes. 

Lias coordenadas relativas al sistema primitivo de ejes son las 
pHmitivas, y las relativas al nuevo sistema, las nuevas. Las fórmu- 
las de transformación de coordenadas permiten expresar las coor- 
denadas primitivas en función de las nuevas ó las nuevas en fun- 
ción de las primitivas. Las primeras fórmulas son las usuales. 

18. FÓRMULAS GENERALES PARA TRANSFORMAR COORDENADAS 

CARTESIANAS. MÉTODO GENERAL. — Sean (fíg. 12) ox, oy los ejes 
primitivos, o^Xu OiVi los nuevos, (o?, y\ (x^ Vi) las coordenadas 
primitivas y las nuevas de un punto cualquiera m, y <^ el ángulo 
xoy de los primitivos ejes. 

La posición de los nuevos ejes 
está determinada por las coorde- 
nadas (oJo, y o) del nuevo origen Oi 
y por los ángulos directores a, 
i3, a\ p\ de los nuevos ejes o^Xi, 
OiVr Para resolver la cuestión pro- 
puesta, nos apoyaremos en el si- 
guiente teorema de la teoría de 
las proyecciones. 

Si dos contornos poligonales tienen la misma resultante, la suma 
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algebraica de las proyecciones de los diferentes lados de uno de 
estos contornos sobre un eje cualquiera, es igual á la suma al- 
gebraica de las proyecciones de los diferentes lados del otro con- 
torno. 

Los contornos poligonales oam y ocoibm tienen la misma resul- 
tante 0772. Si se proyectan sobre los ejes primitivos de coordena- 
das ox, oy, en virtud del teorema precedente, se tendrán las re- 
laciones 



JP.0 



\oa + Pxam = PxOc + P.cOi+ FxOfi + Px&wi, 
\oa + P,am=^PyOC + PyCOi+ PyOj) + Pybm. 



Por otra parte, si se trazan las semirectas o^x^ Oiy\ respecti- 
vamente paralelas á (xr, oy, se tiene 

Pxoa = X, Pxam = y eos yox = y eos +, PxOC = sc^i 

PxCOi= l/oCOS ^, PxOib = SCiCOS XiO^x'^ XiCOS a, 

P%bm = ViCos yiOiX^= i/iCOS «', Pyoa = a? eos ^, P,ar» = y 

PyOC = íCoCOS ^, PyCOi= l/o, PyOi& = XiCOS l/'OiXi== 07^006 P, 

Pybm = i/icos yiOiy'= i/icos ^'. 
Substituyendo estos valores en las relaciones (1), resulta 

X + y eos <t> = £Co+ l/oCOS <^ + CCiCOS o 4- ^iCOS a\ 
£C eos ^ + 2/ = CCoCOS ^ + í/o+ OJiCOS ^ + l/iCOS ^* 

De las precedentes ecuaciones se deduce por eliminación 
X sen'^ = ojosen*^ + íCiCcos a — eos P eos 4>) + 

+ 2/i(C0S a — eos ^'COS ^). 

y sen^<^ = i/o8en*<í> + a^iícos ^ ■ - eos « eos <fr) + 
+ i/i(cos i8'^ eos a' eos 4)' 
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Mas se tienen las relaciones (n9 10, reís. 5) 

eos a — eos p eos 4> = sen P sen ^, eos ¿ — eos /í 'eos <^ = 
= sen iS'sen <^, 

eos ^ — eos a eos t^ = sen a sen <^, eos i8' — eos a eos ^ = 
= sen «' sen ^. 

Substituyendo estos valore^ en las relaciones anteriores, resul- 
ta despejando 

¿Cj sen j8 + i/i sen jS' 



íC=íCo + 



l/ = l/o+ 



sen <^ 
x^ sen a + i/i sen a* 



sen <^ 
que son las relaciones buscadas. 

19. FÓRMULAS GENERALES PARA TRANSFORMAR COORDENADAS 

CARTESIANAS. MÉTODO ESPECIAL.— Sean (fig. 12) ox, oy los ejes 
primitivos, OiíCi, Oji/i, los nuevos, (x, y)^ (aJi, í/i), las coordena- 
das primitivas y las nuevas de un punto cualquiera m y ^ el ángu- 
lo xoy de los primitivos ejes. 

L¿a posición de los nuevos ejes está determinada si se conocen 
las coordenadas (xq, í/o), del huevo origen o^ y los ángulos direc- 
tores a, i8, a.\ p\ de los nuevos ejes o^ x^ , Oi y^. 

Para encontrar las fórmulas generales de transformación ele 
coordenadas, proyectaremos sobre lais semirectas op, oq, respec- 
tivamente normales á oa? y á oy, los contornos poligonales oam 'y 
ocofim, que tienen la misma resultante om- Si se aplica á cada uno 
de los ejes de proyección el siguiente teorema: si dos contornos 
poligonales tienen la misma resultante, la suma algebraica de las 
proyecciones de los diferentes lados de uno de esos contornos so- 
bre un eje cualquiera, es* iguul á la suma algebraica de las pro- 
yecciones de los diferentes lados del otro contorno, resultarán las 
ecuaciones 



J Ppoa + P^am = P^oc + P^co^+ P^o^b + P^bm, 

( PqOa + PqOm = PqOC + P^CO^+ P^O^fi + P^M. 
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Por otra parte, si se trazan las semirectas o^p', Oy(f respectiva- 
mente paralelas á op. y 09, se tiene 

PpOa = O, PpQwi = y eos poy = y eos í y — <^ 1= y sen ^, 

Ppoc = O, PpCOj = y^cos voy = y^sen 4>, Pp o{b = x^co^ v'o^x{= 

= x^cos (t "~ **) "^ '«^isen S ^p&^ = 1/iCos p 'oií/i= i/icosí y — aM= 

= 1/j sen a\ 

PqOa = a: eos qox = x eos í ^ + <^j = — o? sen ^, PqOm = O, 
PqOc = íc^cos gfocc = — ajasen ^, PqCOi= O, PqOi& = cercos Q 'o^x^=^ 
= ccicos í y + ^j = — ajjsen ft Pq&wi = y^eos q*o^y^= y^coa b+^'P 

= — - í/iSen ^'. 

Substituyendo estos valores en las relaciones (1), se obtiene 
despejando 

f cCiSen^+í/iSen/J' 

X = Xo+ T ' 

(2) \ ^"°* 

I íCiSen a +■ y^ sen a' 

i ^=-^»+ — i^ 

que son las fórmulas buscadas. 

20. FÓRMULAS GENERALES USUALES PARA TRANSFORMAR COOR- 
DENADAS CARTESIANAS.— Se tienen las relaciones (n9 9, reís. 6) 

^=^-.a — 2A;V, )3'=* — a'-2A;'V, 

y, por consiíruiente, 

\ seni8=sen(</>— a), sen /3'= sen (</> — a'). 

Substituyendo estos valores en las relaciones (2) d«l n9 19, se 
obtiene 

.^, . .Tisen(* — a) + y9en(* — a') 

(1) a; = a;oH ——7 » 

sen 9 
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(1) 



V^Vo+ 






/•ij.í5 



que son las fórmulas generales de transformación que se em- 
plean en las aplicaciones. 

21. Casos particulares. — I. Pasar de un sistema rectangular 
á otro también rectangular y del mis- 
mo origen. 

Como los puntos o |/0i, coinciden «i 
(fíg. 13) se tendrá 

íCo- O, i/o= O, 

y como los sistemas considerados son 
rectangulares, los ángulos xoy^ x^oy^^ 

serán iguales á -^- Se tiene, pues, 







a'=-+«. 



Substituyendo estos valores en las fórmulas generales (n9 20, 
reís. 1), resulta 



(1) 






= íTiCOS a — í/isen a, 
sen a + y^COS a. 



II. Pctsar de un sistema rectangular á otro oblicuo del mismo ori- 
gen. — En este caso se tiene 



íPo=í>i 2/o=0, *= 2~' 



Substituyendo estos valores en las fórmulas (1) del n^ 20, se 
obtiene 
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(2) 



\ X ~ írmeos o + i/iCos o-\ 
y = ajasen a -|- y^sen a . 



111, Pasar de un sistema de ejes oblicuos á otro de ejes rectangula- 
res que tenga el mismo eje de las abs- 
cisas* 

/i M^ En este caso se tiene (fig. 14) 



a;o=0, i/o=0, a = 0, *'= 2"* 




Substituyendo estos valores en 
las fórmulas (1) n9 20, resulla 



(3) X = x^— í/i cot 4>, y = 



Vi 
sen<> 



IV. Pasar de un sistema de ejes á otro sistema de ejes paralelos á 
Ips primeros. 



En este caso se tiene (fig. 15) 
a = 0, a^:=4>. 




Substituyendo estos valores en 
las fórmulas (1) n9 20, resulta 



^í (4) x = Xo+x^, l/=^?/o+l/^ 



22. Coordenadas polares.— La 
transformación de coordenadas po- 
lares tiene por objeto determinar las fórmulas que sirven para 
pasar de un sistema de coordenadas polares á otro sistema po- 
lar que tenga un polo y un eje polar. diferentes. 
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nj- ys 



Sean (fig. 16) p y p» el polo y el eje polar primitivos, p* y p'z^ el 

nuevo polo y el nuevo eje polar. 

La posición del nuevo sistema 
está definida por las coordenadas 
ro, *o del nuevo polo p' y por el án- 
dalo o que forma el nuevo eje polar 
con el primitivo. Sean m un punto 
cualquiera, r, S, sus coordenadas 
polares primitivas y ri, Sj, las nue- 
vas. 

Tracemos las semirectas pu, p^u ' J^ 
normales á pz y la semirecta p*t pa- 
ralela A pz. Gomo se tiene 




pp' = n, p'pz = §0 



x\ 



;=8. 



x^\ 



pm = ?% wp» =0, p m = r^, mp j 



si se proyectan sucesivamente sobre los ejes pz y pu el contorno 
pp'w y su resultante pm, y si se ponen por las proyecciones sus 
valores, se tendrá 



(1) 



r eos 8 = rocos 8o+ r^cos (S^-f- «), 
r sen 8 = í-^sen Sq 4- ^'iSen (8^+ a). 



Elevando al cuadrado las precedentes relaciones, sumando or- 
denadamente y simplificando, se obtiene 

r^= ro'+ r^^+ 2ror¿_coñ (8^+ a) eos ^o+ sen (8^+ a) sen 8J = 
= ro'+ r^^+ 2r oréeos i^i+a — K), 



y, por consiguiente 
(2) 



»•= Vr„-''+ r;'+2roricos(8i+ a — 8„), 
relación que determina el radio vector r. 



Snmtrla iulillei.— S 
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Para calcular el ángulo polar 3, dividiremos ordenadamente las 
relaciones (1). Así obtendremos 



(8) tang« = ^— -.— ; — :* 



Como ya se conoce el valor de r (2), cualquiera de las relaciones 
(1) dará también á conocer el ángulo polar 8. 

Las fórmulas precedentes son asaz complexas y por lo tanto di- 
fícilmente aplicables. 

Si sólo se cambia de polo, bastará hacer en las fórmulas gene- 
rales (1), (2) y (8) 

a = 0, «0=0, 

puesto que p' está entonces situado sobre el eje polar p^; y que los 
dos ejes polares coinciden. 

Si el nuevo eje polar es paralelo al primitivo, se tendrá 

Por último, si sólo se cambia de eje polar, se tendrá, puesto que 
pjp^ coinciden, 

ro=0, «0=0. 

28. Transformación de ooordenaüas cartesianas en pola- 
res. — Sean (fig. 17) ox^ oy los ejes de coordenadas, <t> el ángulo 
que forman, p (a, b) el polo, pz el eje polar y a el ángulo que for- 
ma el eje polar pz con el eje ox. Sean además m(x, y) un punto 
cualquiera, r y S sus coordenadas polares. Los contornos poli- 
gonales oam, obpm tienen la misma resultante om* Tracemos 
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las rectas oi¿, pu' normales al eje 
ox y las rectas ov, pv^ normales á 
oy. Aplicando á los ejes om, ov el 
teorema relativo á la teoría de las 
proyecciones que se enunció en los 
números 18 y 19, y poniendo por 
las proyecciones sus valores, re- 
sultará: 

y eos you = b eos you + r eos mpu^ , 
X eos vox = a eos vox + r eos mpv\ 

Poniendo por los ángulos sus va- 
lores, se tendrá 



V 



^ 




l/cosí— — ^j = &cosí-^ —<l> + ]rcosl^ —8 — al 

oj eos í Y + <^)= « cosí -^ + </>] + r eos í Y 

y en virtud de fórmulas tri^^onométricas conocidas, resultará fi- 
nalmente 



f , sení<^ — 8 — o) 
ix^^a-^- r 



(1) 



L 



y = b + r 



sen</> 
sen (8 + g) 
8en<t> 



que son las fórmulas buscadas. 

24. Casos PARTicuLAieES.— Las fórmulas generales por jser 
harto complexas son difícilmente aplicables; las fórmulas parti- 
culares que pasamos á exponer, se aplican incesantemente. 

I, Si los ejes primitivos son rectangulares y el polo coincide con eZ 
origen, se tendrá 

í/. = 0, 6 = 0, ^== |-. 

Substituyendo estos valores en las fórmulas (X) n9 28, resulta 
(1) x = r eos (8 + a), y=r sen (8 + a). 
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Si el eje polar coincide^ además, con el eje de las abscisas^ se tendrá 
la igualdad adicional a = O, y, por consiguiente (1), 

(2) ¿c -= r eos 8, y == r sen *. 

Para pasar, en el primer supuesto, del sistema cartesiano al 
polar, elevaremos al cuadrado las relaciones (1)^ sumaremos or- 
denadamente lai^ relaciones así obtenidas y extraeremos raízcua* 
drada. Así obtendremos 



(3) r= s/x^-^-y'. 

Substituyendo en las relaciones (1) y despejando, resulta 



(4) eos (8 + a) = ■ .^ , * sen (8 4- a) = 



25. Observación importante. — En el sistema de coordenadas 
puntuales, todas las líneas curvas se representan por ecuaciones 
entre dos variables generalmente, que son las coordenadas de un 
punto cualquiera de la curva que se considere. Si esta curva está 
representada por una ecuación algebraica, el grado de la ecuación 
es, por definición, el grado de la curva, y este grado no se puede 
alterar por una transformación de coordenadas. 

En efecto, los valores de las coordenadas primitivas están da** 
dos por expresiones de la forma (n9 19, reís. 2) 



^'.^Xo+aXy+cCy^, 


y = 1/0+ toi+ &Vi. 


poniendo para abreviar 




sen fi , sen P^ 

«= 1' «= T' 

sen 9 sen 9 


, sen a sen a' 
sen 9 sen 9 



Ahora bien, sea Mx^y^ uno de los términos del grado más ele- 
vado de la ecuación primitiva. Substituyendo en ese término los 
anteriores valores, se obtendrá 

(1) Mx''y^=^U{xoi-axt+ ayt) (yo+bx^+Vy^). 
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Los precedentes trinomios son desarrollables por la fórmula 
del binomio, y el término del girado más elevado de todo el desa- 
rrollo, procederá de multiplicar los términos del grado más ele- 
vado del desarrollo del primer trinomio por los términos del gra- 
do más elevado del desarrollo del segundo. Por las propiedades 
del binomio, los términos del grado más elevado son 

a a?i , a y\ 
en el desarrollo del primer trinomio y 

en el desarrollo del segundo. 
Multiplicando los términos en Xx 6 en |/i, se obtiene 

Multiplicando en seguida los términos en xx del primer desa- 
rrollo por los términos en y^ del segundo y vice versa, se obtiene 

El término del grado más elevado del desarrollo total conside- 
rado (1) es, pues, 

M (a° &« a;i^-^«+ a^° b'^ ?/i° ^-"+ «^ h'^ x.^'y,^ + a ° b^ Xt^ í/i°), 

que es del grado {n + s) como el término primitivo Mx^i/^ . 

Resulta, por consiguiente, que el grado déla ecuación primiti- 
va no se puede elevar por la transformación de coordenadas indi- 
cada, y como efectuando en la nueva ecuación la transformación 
de coordenadas inversa, se reproduce la forma primitiva, se in- 
fiere que el grado de la ecuación primitiva no puede disminuir 
por la primera transformación, porque sería menester que aumen- 
tara por la transformación inversa, lo que es imposible. El grado 
de la ecuación permanece, pues, inalterado. 
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26. Clasificación de las líneas planas.— Las líneas planas 
se clasifican por su grado que es, como se acaba de ver, un ca- 
rácter invariable de esa clase de líneas. Conforme á la terminolo- 
gía de Cay ley, las curvas del segundo grado se llaman cuadráti- 
cas; las del tercero, cúbicas; las del cuarto, cuárticas; cuínticas, las 
del quinto. En estos rudimentos sólo consideraremos las líneas 
de los dos primeros grados. ^ 

27. Distancia entre dos puntos y expresiones de los co- 
senos DIRECTORES DE UNA SEMIRECTA QUE NO PASE POR EL ORI- 
GEN. — Sean (fig. 18) AB una semirecta cualquiera, A(íCi, 2/1) el 

origen de la semirecta, B(x, y) un 
punto cualquiera, r la distancia AB / 

y a, j8, los ángulos directores de la jF^g^JÍ 8 / 
semirecta considerada. Por el pun- 
to A tracemos los ejes Ax\ Ay^ 
paralelos á los primitivos y sean 
(ce*, yO las coordenadas del punto 
B con respecto á los nuevos ejes. 
Como (a?i, 1/1) son las coordenadas 
del origen del nuevo sistema de 
ejes, ejes que son paralelos á los 

primitivos, tendremos las fórmulas de transformación (n9 21, 
IV) 




y despejando. 



£C'= X — Xi, 



y'=U'^yi' 



Substituyendo estos valores en las relaciones (n^ 8, reís. 1, 
2, 5) 

cosa= -- (cc'+ 2/ 'eos <W, eos ^= — (ít;*cos <t> + y'), 

r''=x''+y'''+2xy'cos<l^, 



resulta 
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(1) *•"= (a; — a'i)*+ (y — í/i)*+ 2 (a; — a;,) (y —y,) eos <^, 

« 

j eos a == — [x — ce, + (2/ •— l/i ) eos <t>], 

(2) ^ ''^* . 

eos ^ = — [(ce — cTi) eos <í» + (]/ — Vi )], 

que son las expresiones del euadrado de la distaneia pedida y de 
los cosenos directores buscados. 

Si las coordenadas son ortogonales, se tiene entonces 4^ = -^, 

y las fórmulas anteriores se convierten en las siguientes 

(3) r^=={x-x,y+(y-y,y, 



eos a zz= ^- , eos P = • — • 

r r 



LIBRO PRIMERO. 



Línea recta y circunferencia de círculo. 



CAPITULO PRIMERO. 



LINEA BECTA. 

28. EcüAaÓN DE UNA RECTA QUE PASE POR EL ORIGEN.— Se tie- 
nen las relaciones (n9 8, reís. 8 y 9) 

sen P spn a 

fl?=r T' y = i T' 

sen 9 sen <P 

que deñnen las coordenadas de un punto cualquiera de una recta 
que pasa por el origen. 
Dividiendo la segunda relación por la primera, se obtiene 

.^ V _ sena 

que es una relación entre las coordenadas de un punto cualquiera 
de la recta considerada. La relación (1) es, pues, la ecuación de 
una recta que pasa por el origen. 

El segundo miembro de la ecuación (1) es una cantidad constan- 
te, que se denomina coefldente angular de la recta; la simbolizare- 
mos por a. Tendremos, pues, 

(2) y^axy a = t,* 

senp 



) 
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Por consiguiente, la ecuación de una recta que pasa por el origen 
es del primer grado, y el coeficiente angular de la recta es igual á la 
razón de los senos de los ángulos que la recta forma con los ejes. 

El coeficiente angular es susceptible de otra expresión. Se tie- 
nen las relaciones (n9 11, reís. 2) 

X = sen P sen <í>, /^ = sen a sen <^, 

que dan, dividiéndolas ordenadamente, 

^ senff 

/^ sena 

y, por consiguiente (2), 
(3) a = ^. 

El coeficiente angular de la recta considerada es, pues, tam- 
bién igual á la razón de los parámetros directores de la recta. 

29. Ecuación DE UNA RECTA CUALQUIERA.— Sean A(íco. l/o) un 
punto dado de la recta, B(a;, y) un punto cualquiera de la misma 
recta, r la distancia AB y <í> el ángulo de los ejes. Por el punto A, 
al arbitrio escogido, tracemos los ejes auxiliares Ax\ Ay' para- 
lelos á los primitivos. Sean {x\ y') las coordenadas del punto B 
con respecto á esos ejes. Relativamente al nuevo sistema de ejes, 
la ecuación de la recta es conocida (n^ 28), puesto que pasa por el 
nuevo origen de coordenadas. Esta ecuación se puede poner en la 
forma (n9 28, reís. 2 y 3) 

(1) ^=^> 

Mas se tienen las fórmulas de transformación de coordenadas 
(n9 21, IV) 

x = xo+x\ y=yo+v\ 
De estas relaciones se saca 

x'=x—xo, v'=y — yo' 
Substituyendo estos valores en la ecuación (1), se obtiene 
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,„N x—Xt _ y — V e 

^^^ X - ^ 

que es la ecuación de una recta cualquiera, ecuación que es del 
primer grado en a; y en y. 

Así pues, toda recta estX representada por una ecuación del pHmer 
grado. 

30. Diversas FORMAS DE LA ECUACIÓN de una recta — Déla 
ecuación (n9 29, reí. 2) 

x — Xq y — Va 

se deduce (n9 28, reí. 3) 

(1) V^^x+y^ —XQ=ax+ yo— axo- 

Como las abscisas de los puntos situados en el eje de las y son 
nulas, la abscisa del punto en que la recta considerada corta al eje 
de las coordenadas, será igual á cero. La ordenada b de este 
punto la obtendremos, pues, poniendo en la ecuación (1) los va- 
lores 

^ = O, 1/ = &. 

Así se obtiene 

& = l/o — axo- 
Substituyendo este valor en la ecuación (1), resulta 

(2) y = ax+b, 

que es otra forma de la ecuación de la recta. La cantidad b se lla- 
ma ordenada en el origen de la recta. 

Sea A una cantidad real cualquiera diferente de cero. Multi- 
plicando la ecuación (2) por A, resulta 

Ay = Aax + Ab- 
Poniendo 

(3; Aa = — B, A& == — C, 

la ecuación precedente se reduce & la forma 
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(4) Ai/ + Ba; + C = 0, 

que es otra forma de la ecuación de la recta. 

Esta forma también se puede deducir de la ecuación (1), po- 
niendo 

fi B ft C 

Substituyendo estos valores en la ecuación (1) y quitando el 
denominador, se obtiene la forma general que antecede 

Ay + Bx + G=0. 

Sean (fig. 19) p la magnitud de la perpendicular bajada desde 
el origen sobre la recta dada BC, (¿Co, y o) las coordenadas del pie 
a de esta perpendicular y a', fi\ sus ángulos directores; los de la 
recta dada los seguiremos designando por a y /8. Esto expuesto, 
se tienen las relaciones (n9 13, reís. 2) 



ti 

eos a'= 7 , eos P' = ■ 



sen 4> ' sen «^ 

y por consiguiente, 

M = eos a sen 4>, A. = — eos /S'sen <^. 

Substituyendo estos valores en la relación (n9 29, reí. 2) 

x — Xq __ y — yo 
\ fi 

se obtiene simplificando y quitando los denominadores, 

(5) X eos a'+ y COS i8 = íCoCOS a'+ |/oCOS P\ 

Por otra parte, como p representa la magnitud del segmento de 
recta determinada por el origen y el punto a(íro,l/o), se tiene 
(n9 8, reí. 3) 

P = íCoCOS a' + j/oCOS fi\ 
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Sabstitnyendo en la relación (5), resalta 



(6) 



X eos a'-|- y COS P'= p, 



que es la/oíTwa normal de Hesse. 

Por último, sean c la abscisa del punto de intersección C de la 
recta con el eje de las x (tig. 19), y 
h la ordenada del punto de inter- 
sección B de la propia recta con el 
eje de las y: cy b son las coordena- 
das en el origen de la recta conside- 
rada. Proyectando las magnitudes 
oC = a, oB = &, sobre la perpen- 
dicular oa trazada á la recta dada 
por el origen o, p será igual á la 
magnitud común de ambas proyec- 
ciones y como aoXf aoy son los án- 
gulos directores o.\ p*^ de la perpendicular oa^ se tendrá 

p = ccosa\ p = &cosi8\ 

y, por consiguiente, 

' '^ Oí V 

eos a = — 1 COS p'= -T" 

c h 

Substituyendo estos valores en la ecuación (6), resulta simpli- 
ficando 




(7) 



^ + f = l. 
c b 



Si la recta BC gira alrededor de B, c aumenta incesantemente, 



X 



y cuando BC sea paralela á oa?, se tendrá c =■ « , -^ será, enton- 

c 

ees, cero, y la ecuación (7) se reducirá á 

y = b, 
que será la ecuación de una paralela al eje de las ¿r. 
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De la misma manera se demostraría que la ecuación 

a? = c, 

es la de una paralela al eje de las y. 

Lias paralelas consideradas se confunden con los ejes cuando se 
tiene 

c = 0, & = 0. 

Por consiguiente, las ecuaciones 

serán respectivamente las ecuaciones de los ejes de las 1/ y de 
lasrr. 

31. CIlcülo de la dirección de una recta.— Sean « el ángu- 
lo que forma la recta dada con el eje de las x é 

y=^ax+b 

la ecuación de esta recta* La paralela del mismo sentido trazada 
por el origen, formará los mismos ángulos con los ejes, y tendrá 
por ecuación 

y= (XX. 

Substituyendo este valor en la relación 

y sen <^ 



tanga = 



x + y eos 4» 



que resulta de dividir ordenadamente las relaciones (8) y (6) del 
n9 8, resultará simplificando 

i.\ 4, g sen <^ ^ 

(1) tanga = --— ^ -r* 

^ "^ ^ 1 + a eos 9 

Para obtener una fórmula calculable directamente por logarit- 
mos, partiremos de la expresión (n^ 28, reí. 2) 

sen g 
sen^ 
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Como se tiene (n^ 9, reí. 6) 

si se elimina á P entre las precedentes relaciones, resultará 

a sen a 



. 1 senf*^— .a) 

Aplicando un teorema conocido de Algebra, se obtendrá 

a — 1 __ sen a — sen (4> — <^) 
a + 1 sen a + sen (<^ — o) 

Mas se tiene por la Trigonometría 



tang 



(.-!*) 



sen g — sen (<^ — a) 

sen a + sen C<A - a) ~" . ^^ 1 a 

tang -z 9 

Substituyendo este valor en la precedente relación, se obtiene 
despejando 

(2) tang(a-|.^) = ^ tang 1-0.. 

Si la ecuación de la recta es de la forma 

bastará substituir en las relaciones (1) y (2) por a su valor (n9 30, 
reí. 3) 



B 



Así se obtiene 



tanga = 
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— B RPn <f> 



A — tí eos 4> 
I 1 .\ A + B , 1 . 



TT 

Si las coordenadas son ortogonales, se tiene <A= ^, y la rela- 
ción (1) se convierte entonces en la siguiente 

tang a = a. 

El coeficiente angular de una recta es, pues, igual en ejes rec- 
tangulares, ala tangente trigonométrica del ángulo que forma la 
recta con el eje de las abscisas. 

32. CÁLCULO DEL ÁNGULO DE DOS RECTAS.— Sean 

l/ = aíc + &, l/ = «*a;+&\ 

las ecuaciones de las dos rectas y F el ángulo que forman. Las 
ecuaciones délas paralelas del mismo sentido, trazadas por el ori- 
gen, á las rectas consideradas, son 

y = ax, 1/ = a^x. 

Expresando que el punto 6 (ce',?/') está en la segunda recta, se 
tendrá 

y'= a V. 

Substituyendo los precedentes valores de y éy^ en la relación 
(n9 10, reí. 8) 

tang V=^ (yx'— xy') sen ^ 

xx^+ yy'+ (jxy'+ yx) eos </>' 

resultará simplificando 

/i, fo««T7 (q — a') sen <^ 

U) tang F= r-jT rTT — i — ñ Zi' 

1 i" aa'+ (a + a') eos <í> 
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Si las rectas consideradas son paralelas, se tíene 
r=0, tangr=0, 

j, por consifirniente (1), 

(2) a=a\ 

Si las rectas son perpendiculares, se tiene 
r=^, tanir^=- ^. 

y, por consiguiente (1), 

(3) 1 + aa;-\^ (o + a')cos * = O, 

que es la ecuación de perpendicularidad en función de los coefi- 
cientes angulares. 
Si las rectas dadas tienen por ecuaciones 

Ay + Bx + C = 0, AV+B'a; + C'=0, 

los coeficientes angulares respectivos tendrán por expresiones 



Sabstitayendo estos valores en la relación (1), resalta simplifi- 
cando 



^.x . ,^ fAB'— BAOsen* 

(4) tang F= -r-^_ 



AA'+ BB'— (AB',4- BA') eos* 

La ecuación de perpendicnlaridad (3) es entonces 

(5) AA'+ BB'— (AB'+ BA') eos * = O, 
y la de paralelismo (2) es 

(6) AB'— BA'=0. 
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Si las coordenadas son ortogonales, se tiene <í> =^ ^ y las rela- 



clones (1), (3), (4) y (5) se convierten en 



(7) tang F= 



1 + oa' 



tang F= 



AB^— BA' 
AA'H-BB'' 



(8) 



1 4-aa'^O, 



AA'+ BB'= 0. 



33. CÁLCULO DE LA MAGNITUD DE LA PERPÍINDICÜLAR TRAZADA 
k UNA RECTA DADA DESDE UN PUNTO DADO.— Sean (fig. 20) M(aj', 

I/O el punto dado, D la magnitud de 
la perpendicular pedida» p la mag- 
nitud de la perpendicular oa traza- JFXg\^^\ 
da á la recta dada BC desde el ori- 
gen o y o-\ P\ los ángulos directo- 
res de la perpendicular ou. Los 
contornos poligonales oaPM, oEM 
tienen la misma resultante oM. 
En virtud del teorema relativo á la 
teoría de las proyecciones citado 
en el capítulo precedente, se pue- 
den igualar las sumas respectivas de proyecciones sobre un eje 
cualquiera de los diversos lados de los contornos considerados. 
Proyectando sobre ou se tendrá, pues, 




Pnoa + PuaP + PuPM = PuoE + P,EM. 
Poniendo por las proyecciones sus valores, resultará 
p + D = íc'cos a' 4- y 'eos i8», 

y, por consiguiente, 



(1) 



D = a?'cos a'+ y 'eos jS»— p. 



BMiHitríiAiilítiei.- 
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La magnitud de la perpendicular se obtiene, pues, reemplazan- 
do en el primer miembro de la ecuación de la recta dada puesta 
en la forma 

(2) X eos tt'+ ?/ eos P' — p = O 

las coordenadas variables {x, y) por las del punto dado. 
Consideremos ahora la forma general de la ecuación de la recta 

(3) Ay+Bx + C = 0, 
Identificando las relacionos (2) y (3), se obtiene 

cosa' coa/8' — p 

Si p designa el valor común de las precedentes razones, se ten- 
drá despejando 

(4) cosa'=pB, cosi3'=pA, p = — rC 

Substituyendo los precedentes valores de los cosenos directo- 
res de la perpendicular en la relación (n9 9, reí. 2) 

sen*</» =-- cos^a + cos'/8' — 2 eos a'cos iS'cos ^, 

se obtiene 

senV = P*[A-~r B-— 2 AB eos *], 
y despejando á p 

sen <t> 

''""VA^+B^— 2ABcos<^' 
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Substituyendo este valor en las relaciones (4) y poniendo para 
abreviar 



(5) Jr=VA*+B*— 2ABcos«í» 

resulta 



_^ , Bsen</» ^, Asen*^ — Csen<^ 
eos a'= — — — » eos /?'= — ^ — » p= j^ — ^• 



Substituyendo estos valores en la relación (1) y poniendo por 
E su valor [5], se obtiene finalmente 



(6) p^ [Ay'+ Ba;>+ C] sen <A ^ 

\/A^+B^-2ABcos«^* 



Si la ecuación de lajrecta se da en la forma 

y = ax + b, 

bastará dividir por A los dos términos de la precedente fracción 

B C 

y substituir por t" y a~ ^"^ valores (n9 30, reí. 3) 






Asise'.ofetendrá 

(y* — ax^— b) sen <l> 



(7) D: 



Vi +\a^ +■ 2a eos <l> 



Si las coordenadas son ortogonales, se tiene ^= v« 
Substituyendo este valor en las relaciones (6) y (7), resulta 
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(8) p^ Ay^+Bx^+C ^^ y^-ax^-i , 

34. Ecuación de la perpendicular á una recta dada traza- 
da DESDE ÜN PUNTO DADO. PRIMER MÉTODO.— Sean M {x\ y') él 

punto dado, a, /9, los ángulos directores de la recta dada, a\ p\ 
los de la perpendicular á esta recta, \\ m', los parámetros direc- 
tores de la perpendicular y 

Ay + Bx + G = ^ 

la ecuación de la recta dada. 

La ecuación de la perpendicular á esta recta será de la forma 
(n9 29, reí. 2) 



h\ x—x'_y — y\ 

Mas se tienen las relaciones (n?^lll y 13, reís. 2 y 2) 



cosa'= -» cosp = " 



sen 9 sen 9 

f* = sen a sen <í>, A. = seni8sen</» 

y, por consiguiente, 

eos a'= sen a, eos i8'= — sen fi. 

Substituyendo estos valores en las relaciones (n9 11, reís. 1) 
V= eos a'— eos /3*cos ^, ft'= cos /3» — eos a'eos <A, 

resultará 

X'= sen a + sen /3 cos </> = (^^^ + cos <^ ) sen )8, 

\senp / 
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/4.'== — sen A'— "sen a eos <í» = — ( 1 + ^^^^cos <l>] sen P. 

\ senp / 



sena 



Poniendo por ^ su valor {n^ 28 y 80, tels. 2 y 3) 



sena _ B 

sen i8 "~ "" A 

se obtendrá 



>•'= (eos <f> — -t; p^" ^» /* '= Ít" eos <l> — l] sen /?. 



Substituyendo estos valores en la relación (1) se obtendrá fi- 
nalmente 



(2) x — x' y — y' 



A eos «A — B B eos <^ — A 



que es la ecuación de la perpendicular buscada. 

35. Ecuación de la perpendicular A una recta dada traza- 
da DESDE ÜN PUNTO DADO. SEGUNDO MÉTODO.— Sean 

(1) Ay + Bx+C = 

(2) A'i/ + B'a: + C = 0, 

las ecuaciones de la recta dada y de la perpendicular trazada á es- 
ta recta desde el punto M(x\y^)- Como este punto está situado 
en la perpendicular considerada, sus coordenadas verificarán la 
ecuación (2) de esta perpendicular. Se tiene, pues, 

(3) * AV+BV+C'=0. 
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Restando las ecuaciones (2) y (3), se eliminará á C y se obten- 
drá 

(4) AXy-y') + BKx-x')^[0, 

que es la ecuación de todas las rectas que pasan por el punto 
M(cc', yO' Para que la ecuación (4) sea sólo la de la perpendicular, 
los coeficientes A', B', deben satisfacer á la condición de perpen- 
dicularidad {u9 32, reí. 5) 

r5) AA' + BB' - (AB' + BA') eos* = 0. 

Ahora bien, las relaciones (4) y (5) se pueden escribir de este 
modo. 

X — x* y — y ^ 

A' B' ' 



A' (A — B eos <fí + B' (B — Acos *) = a 

Substituyendo en la segunda relación por A' y B' las cantida- 
des proporcionales 

X'-x^ —{y — yOi 

se obtiene finalmente 

(6) (A — Bcos<í>) (x — ¿cO — (B — Acos<í»)(2/ — 1/') = 0, 

que es la ecuación buscada de la perpendicular. 

ir 

Si las coordenadas son ortogonales, se tiene ^ = '^^ 7 la ecua- 
ción precedente se convierte en la siguiente 

(7) A (x — x') — B {y— y') = 0. 
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36. Segundo método para calcular la longitud de la per- 
pendicular. — Conservaremos las precedentes notaciones y sean, 
además, (¿Ci, Vi) las coorcienadas del pie de la perpendicular. Ex- 
presando que estas coordenadas verifican la ecuación de la per- 
pendicular (n9 35, reí. 6) 



B — A eos <t> A — B eos <^' 



resultará 
(1) 



Xi — x' _ yt—y' 
B — A eos «^ A — B eos <t> 



Por otra parte, las coordenadas (a?i, yi) del pie P de la perpen- 
dicular á la recta dada verifican la ecuación de esta recta 

Ay + Bx+G=0, 

porque el punto P está situado en ambas rectas. Se tiene, pues 

Ay, + Bx, + G = 0. 

Restando de los dos miembros de esta relación la cantidad 
(Al/' + Ba;') y transladando C al segundo, se obtiene 

(2) A {y, ~y') + B {x, — x') = ~ (A?/' + Bx' + C). 

De las ecuaciones (1) y (2) se deducen por eliminación, los va- 
lores de las diferencias {x^ — a;'), (?/i — i/O. La eliminación se 
puede efectuar de este modo: 

Si se designa por p el valor común de las razones (1), se ten- 
drá 

(3) oji — íc' = p (B — A eos <í>), i/i — ?y' = p (A — B eos ^). 
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Substituyendo estos valores en la relación (2), resulta despe- 
jando á p 

W) n^ -{Ay' + Bx^ + G) 

^*^ ^ A* + B*— 2ABC0S*' 

y ya quedarán determinadas las diferencias buscadas. 

Substituyendo las expresiones (3) en la fórmula que sirve pa- 
ra calcular la distancia entre dos puntos (n9 27, reí. 2), y que es 
con las actuales notaciones 

D» = (x, - a:')* + (l/i -vV +2 {x, - x') {y, - y') eos *, 
resultará simplificando 

D» = /iMB^ +A*— 2ABcos</> — B* eos* ^ - A* eos* * -1- 
+ 2ABcos3<í>). 

Sacando factores comunes, subtituyendo por p su valor (4) y 
simplificando, se obtiene 



,_ {Ay + Bx' +C)^f^9n''^ 



A'^ + B' — 2ABcos^ 
y extrayendo raíz 



P^ (A?/- + Bx- + C^ sen » 
' VA" + B* — 2 A B eos 4>' 



que es la fórmula buscada. 

37. Escolio.— El numerador (Ay' + Bx' + C) del valor de D 
(n9 36, reí. 5) es positivo, si el punto dado y el origen están á uno 
y otro lado de la recta considerada, y negativo, si están del mismo 
lado. En el primer caso, D es positiva, y negativa en el segundo. 
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Ea efecto, consideremos la figu- 
ra 21. Si el punto dado está en M 
{x\ 1/'), este punto y el origen o es- 
tarán á uno y otro lado de la recta 
considerada A B,y en este caso se 
tiene 



ri¿. &í 




1/'>CD. 

Si el punto dado está en M \x\ y) , 
este punto y el origen o están del 
mismo lado de la recta A B, y en- 
tonces se tiene 



Substituyendo en las precedentes desigualdades por C D su va- 
lor sacado de la relación 

A. C D + Bít' + C = O, 

y multiplicando las desigualdades resultantes por la cantidad po- 
sitiva A, se obtiene 

Ai/' + Ba;' + C>0, 

• Aí/'+Ba?' + C<0, 

que era lo que se tenia que demostrar. 
38. Intersección de dos rectas.— Sean . 



Al/ + Bx + C = O, A'i/ + B'íB + C* = O, 

las ecuaciones de las rectas dadas. Para el punto de intersección 
de estas rectas, las anteriores ecuaciones se verifican simultánea- 
mente; es decir, que ambas se satisfacen con los mismos valores 
de ¿c é 1/. Las coordenadas del punto de intersección buscado, las 
obtendremos, pues, determinando las soluciones comunes de las 
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propias ecuaciones. Estas soluciones, por la teoría de la elimina- 
ción, son 



^^ ^ AB' — BA»' ^ AB' — BA'' 



39. ECÜAaÓN. DE LAS RECTAS QUE PASAN POR ÜN PUNTO DA- 
DO-- -Este problema ya se resolvió en el Núm. 35. Sean M {x\ yO 
el punto dado y 

(1) Ay + Bx + C = 0, 

la ecuación general de las rectas buscadas. Como estas rectas pa- 
san por el punto M, la ecuación precedente se satisface si en lu- 
gar de y y de íc se ponen y^ y 05*. Se tiene, pues, 

(2) Al/' + Bít' + C = 0. 

Restando las ecuaciones (1) y (2) se elimina á C, y se obtiene 

(3) A(í/-i/') + B(aj-a;0 = O, 

que es la ecuación pedida. 

En la precedente ecuación, figuran dos parámetros variables 
A y B; determinando su razón, la recta quedará determinada, pe- 
ro esto exige una condición adicional: que la recta pase por otro 
punto dado, por ejemplo. 

40. Ecuación de una recta que pasa por dos puntos. — Sean 
(íc', ?/'), (ce", i/'O las coordenadas de los dos puntos. Como estos 
puntos están en la recta dada, sus coordenadas verificarán la 
ecuación general de esta recta. Se tienen, pues, las ecuaciones 

Ay + Bx + C=0, Ai/' + Ba3' + C = 0, A?/' + Bx-" + C-=0. 

que se verificarán para los mismos valores de los parámetros A, 
B, C. Eliminándolos, se obtendrá la ecuación buscada. 
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Para efectuar esta eliminación, se restará de la primera de las 
ecuaciones anteriores la segunda, y de la segunda la tercera. Así 
se obtiene 

A{v-y') = -B{x-x^\ 
A(i/' — 1/") = — B(a:' — aj'O. 

Dividiendo ordenadamente las precedentes ecuaciones, se ob- 
tiene 

^^ y' — y'' x'—x'' 

que es la ecuación pedida. 
La precedente ecuación se puede poner en la forma 

,- y'-y'\ ..,_ y'-y'' 



X' — X'^ X* — 05" 



y muestra que el coeficiente angular de la recta considerada tie- 
ne por expresión 

(2) a = K^ 



41. Ecuación de las rectas que pasan por el punto de in- 
tersección DE DOS RECTAS DADAS- — Sean 

(1) Ai/ + Ba;+C = 0, A'i/ + B'aj + C' = 0, 

las ecuaciones de las rectas dadas y M (aji, i/i) su punto de inter- 
sección. Gomólas rectas buscadas pasan por el punto M, su ecua- 
ción será de la forma (n9 39) 

Al (y~yt) + Bi{x — Xi) = 0^ 
Introduciendo el coeficiente angular 
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la precedente ecuación reviste ]a forma 
(2) 1/ — í/i = a(aj — cci). 

Por otra parte, como (a?i, i/i) son las coordenadas del punto de 
intersección M de las rectas representadas por las ecuaciones 
(1), se tendrá (n9 38, reís. 1) 






Substituyendo estos valores en la relación (2), se obtendrá la 
ecuación pedida. Quitando el denominador revestirá la forma 

(AB'--BA')i/ — (AB'a — BAVOa; — BC^ + CB' + OA'a — 
— AC'a=0. 

La ecuación precedente se puede transformar todavía. 
Se tiene la identidad 

(AB' — BAO 1/ — (AB'a - BA'a) x = B' {Ay + Bx + G)- BB'a; — 
— CB' - B (A'i/ + B\x + CO + BB'a? + BC' — Aa (A'y + B'x + 
+. OO + AA'a V + AC'a + A'a (Ay + Bíc + C) ~ AA'a y - CA'a. 

Substituyendo en la relación precedente, sacando factores co- 
munes y reduciendo se obtiene 

(B' + A' a) {Ay + Ba? + C) - (B + Aa) {A'y + B'x + CO = O, 
y poniendo 



) 
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,_ B+Act 
^ B'-hA»a 

resulta finalmente 
(3) Al/ + Bx + C + X (A'y + B'x + C O = O, 

que es la ecuación pedida. 

Como se puede atribuir una infinidad dh valores al parámetro 
variable \ se deduce que hay una infinidad de rectas que pasan 
por el punto de intersección de dos rectas dadas. 

42. Condición para que tres puntos estén en línea rec- 
ta. —Sean Mi(a:i,yi), Mí(a;2,yí), M 3 (íTs, 1/3 ) los tres puntos da- 
dos y 

Ay + Bx + C = 

la ecuación de la recta que contiene á esos tres puntos. Expre- 
sando analíticamente que están en la recta, se tendrán las ecua- 
ciones simultáneas 

A2/i+BíCi+C = 0, Ai/í + BaJa+C = 0, A1/3 +Ba;3+C=0. 

Eliminando los parámetros A, B, C, entre las precedentes ecua- 
* cienes, se obtiene (n9 40, reí. 2) 



2/8—1/3 Xft—-Xs 



que es la condición pedida. 

La precedente relación se puede también obtener del modo si- 
guiente: 

Las rectas determinadas por los puntos Mi y Mg por una par- 
te y M», M 3 por la otra, coinciden evidentemente y tienen por lo 
tanto iguales sus coeficientes angulares. Expresando esta igual- 
dad, se obtiene la relación (1), 



62 

Quitando los denominadores de la relación (1) y reduciendo, se 
obtiene 

yi (.0C2 — a; a) + 1/2 ais = xt (yg — ^3) + X2 1/3. 

43. Determinación de las ecuaciones de las bisectrices 
qel ángulo que forman dos rectas y del ángulo suplemen- 
TARIO. Primer método — Sean 

Ay + Bx + C^ O, A'y + B'x + C = O, 

las ecuaciones de las rectas dadas. Como las bisectrices pasan 
por el punto de intersección de estas rectas, sus ecuaciones se- 
rán de la forma (n9 41, reí. 3) 

(1) Ay + Bx + C + \ (AV + B'x + C) = 0. 

Para determinar el parámetro variable A, nos fundaremos en 
esta propiedad conocida: los diferentes puntos de las bisectrices 
del ángulo de dos rectas y del suplementario, equidistan de los 
lados del ángulo correspondiente. 

Sean D y D' las distancias de un punto cualquiera M {x\ y') á 
las rectas dadas; estas distancias tendrán por expresiones (n9 33, 
reí. 6) 



(2) 



P _ (Ay' + Bx' + C) sen » 
VA^' + B'" — 2ABcos<^' 

p,^ (AV'+BV + CQsen^ 
V A'-' + B'^ — 2 A'B' eos *' 



Si el punto M (ce', y^) es un punto de las bisectrices, se tendrá 
en primer lugar (1) 

Ay' + Bíc' + C + X (A'i/' + B'x' + O = O, 

y, por consiguiente, 
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(3) 



X = 



AV H-BV + C*" 



Ahora bien, si el punto M pertenece á la bisectriz del ángulo 
de las dos rectas, las distancias D y D' tendrán el mismo signo 
(n9 37), porque para ambas rectas (fif . 22), el origen y el punto 
considerado están de lados diferen- 
tes. La razón ^^ es, pues, igual á 

+ 1. Si el punto M pertenece ala ^^ ** 
bisectriz del ángulo suplementario, 
D y D' son de signo contrario, por- 
que para una de las rectas el origen 
y el punto considerado están del 
mÍ9mo lado y al contrario para la 

otra. La razón r-; es, pues, enton- 
ces negativa. Por consiguiente, se tiene 

D' ^• 

Substituyendo por las distancÍAS sus valores (2), se obtiene 




(Ay'+Ba;' + C) VA" + B" — 2A'B'cos» 
(AV'+ B'x' + C) V A» + B''-2ABcos^ 



= ±1. 



De la precedente relación se deduce 



Ay' + Bx' + C 

AV + B V H- C 



V A« + B« — 2 AB eos » 
VA'* + B'" — 2 A'B' eos ^* 



Substituyendo este valor en la relación (3) y el nuevo valor de 
A en la (1), se obtiene finalmente 



(4) 



Ay + Bo; + C 
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VA"^H-B'^ -2A'B'cos<í» 

que son las ecuaciones buscadas de las bisectrices. El signo — 
corresponde á la bisectriz del ángulo de las rectas, y el + á la 
bisectriz del ángulo suplementario. 

Como aplicación, calcularemos las ecuaciones de las bisectrices 
del ángulo de los ejes y del suplemento. 

Para que las rectas consideradas se confundan con los ejes que 
tienen por ecuaciones 

^ = O, a; = O, 
es menester que se tenga 

B = 0, C = 0, A' = 0, C' = 0. 

Introduciendo estos valores en las ecuaciones de las bisectri 
ees (4), resulta simplificando 

y=±:x» 

44. Teorema. — Las bisectrices de dos ángulos adyacentes y su 
plementarios son perpendiculares. 

En efecto, sise reducen las ecuaciones generales de las bisec- 
taices (n9 43, r^ls. 4) 



^ VA'^ + B'*-2A»B'cos<^ ^ ' ' 



á la forma Ay + Bx + G = O, y que se ponga para abreviar 



.^. S = "^ ^' -^ ^' "^ 2 AB coa ^ 



VA'N- B'- — 2 A'B' eos <í> 
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se tendrá para la bisectriz del ángulo de las rectas, 

Al = A — SA'. Bx = B — SB\ d = C — SC\ 
y para la bisectriz del ángulo suplementario, 

A2 = A + SA', Ba = B + SB\ C¿ = C + SC 
Substituyendo estos valores en la expresión 
(2) H = Al A i + BiBa — (A^B^ + B^Aá) eos *, 

se obtiene simplificando 

H = A^ — S^A'* + B* — S*B'* — 2 (AB — S^A'BO eos *. 

Sacando á S^ como factor común y substituyendo su valor de- 
ducido de la relación (1), se obtiene reduciendo 

H=0; 
es decir (2), 

AiA¿ + BiBá — (AjB^ + BiAO eos ^ = O, 

que es la condición de perpendicularidad (n9 82) de las rectas re- 
presentadas por las ecuaciones 

Aií/ + B,x + Ci = O, A^y + B'^x + C2 = O, 

y que es lo que se tenia que demostrar. 

45. Determinación de las ecuaciones de las bisectrices. 
Segundo método. — Sean «x, as, a, los coeficientes angulares de 
las rectas dadas y de una de las bisectrices, ^^,02, a, los ángulos 
que estas tres rectas forman con el eje de las x, y V, Y\ los án- 
gulos que forma la bisectriz con cada una de las rectas dadas. Co- 
mo a está necesariamente comprendido entre «, y a^, las diferen- 

SMinitríi Aaaiítica— 5 



cías (a — tti), (a — ag), son de signos contrarios, y como son res- 
pectivamente iguales á los ángulos V y V, las tangentes de estos 
ángulos tendrán signos diferentes. Por otra parte, par definición, 
los ángulos V y V son iguales. Se tiene, pues, forzosamente 

tang V + tang V = 0. 
Substituyendo por estas tangentes sus valores (n^ 32, reí 1) 



. „ (a — a\)sen<l> 
tang V = ~ 



tang V = 



1 + aui + (a + aj eos ^ 
(g — a¿) sen ^ 



1 + oa^ + (a -f Cía) eos 4> 
se obtiene 



(g — ftjsen^ , (a — g2)sen ^ __ ^ 

1 + íícti + (a + «i) eos ^ "^ 1 + gg2 + (g + «á) eos ^ 



Quitando los denominadores, efectuando las operaciones indi- 
cadas y reduciendo, se obtiene 

(1) (gi +a2 +2cos<í>)g^ +2 (1 — gi g2)g — («i +ai + 
+ 2gi g« cos<í») =0, 



que es una ecuación del segundo grado en g. El binomio caracte- 
rístico tiene en este caso por expresión 



T =(1 — a\ a^y +(«1 +g2 +2gi gj cos^)(gi +g2 + 

+ 2 eos <t>). 
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Efectuando las operaciones indicadas, resulta reduciendo 

T = 1 + «1^ «2^ + «1^ + Sa^^ag eos * + Gfg^ + 2aia2^ eos * + 

+ 2a^ eos <^ + 2a2 eos <^ + 4 a^ «2 eos ^ <í>. 

Sacando factores comunes, se obtiene finalmente 

(2) &L:ZÍ££ = i + a^2 (^2 + 2ei2 eos * + 1) + 2a^ {a^ + 

i +Í2a2 eos <í» + 1) eos «/> + cfa^ + Sog eos «;(> = (1 + ¿72^ + Sag eos <^) (1 + 

+ a^ + 2^1 eos *). 

Poniendo para abreviar 

(3) S = 1 + «1^ + 2a^ eos <^, R = 1 + «2^ + 2a^ eos <í^, 
se tendrá (2) 

\ 6^— 4ac = 4RS. 

Resolviendo la ecuación (1) se obtiene, pues, 



... — l + «ia8± VRS 

<4; a = -r — -T—¿: — í 

^1 + «2 "*" 2 eos ^ 



ecuación que determina los coeficientes angulares de las bisec- 
trices. 

Ahora bien, como las bisectrices pasan por el punto de inter- 
sección de las rectas dadas, rectas que tienen por ecuaciones 

Ay + Bx + C = 0, A'2/ + B'íc + C' = 0, 
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las ecuaciones de las bisectrices serán de la forma (.d9 41) 

(5) Ay + Ba! + O + X{A'i/ + B'a; + C'; = 0. 

Como las rectas representadas por la precedente ecuación, tie- 
nen sus coeficientes an^rulares iguales á 

B + B'X 
A + A'X' 



se tendrá 



_ B + B'X 

"~ A+A'X' 



de donde se deduce 



, B 
^_ B + Aa ^ A """"a 
B'+A'a A" , B'' 



Introduciendo en la precedente relación, los coeficientes angu- 
lares ai, as, de las rectas dadas, coeficientes que tienen por va- 
lores 



(6) ^^'^''a' ««= — X^' 



se tendr& 

A a — ai 



(7) x = - 



A' a — at 



Por otra parte, de la ecuación (4) se saca, teniendo en conside- 
ración las relaciones (3), 



) 
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^ ai +«8 +2 eos <j^ ai+a8+2cos<^ 

— (l+fy.9^+2a8 eos <^) d= VRS — R ±: VRS 



a — Oí = 



«1 +«8 -h2cos <f>. at +«8 +2cos^ 



Dividiendo ordenadamente las precedentes expresiones, sacan- 
do factores y simplificando, se obtiene 

a—aj ^ yS (t^S' :;= i/R ) ^ _ i/S" 
a—üi'" t/R (v R hP l/S") "^ t/R 

Poniendo en la precedente expresión por S y R sus valores (3) 
é introduciendo en éstos los valores (6) de los coeficientes angu- 
lares ai y a 8, resulta 



g — ai A' Va' + B^ — 2AB eos » 



a — a^ A VA'« + B''— 2A'B'cos</> 

Substituyendo esta expresión en la relación (7), se obtiene 



^^^ l/A' + B'— 2ABcos<^ 
l/A*' + B*' — 2A'B'cos<<>* 



Por último, reemplazando X en la relación (5) por el precedente 
valor, resultan las ecuaciones de las bisectrices 



A u. -D -1- o -+- l/A' +B' — 2ABcos<^ / A > j. T>, I. r»,\ A 
v^A'^+B'^ --2A'B'cos<^ 
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De las ecuaciones de las bisectrices puestas en la forma 



(8) Ay + Bx+C ^_ A'y + B'x + C 

rA»"+B* — 2ABcos* "*'v/A'«+B'* — 2A'B'cos<^' 



es fácil deducir la propiedad característica de las bisectrices, que 
sirvió de fundamento al primer método. En efecto, si D y D' de- 
signan las distancias á los lados del ángulo del punto M (x\ y') 
situado en una de las bisectrices, se tendrá (n? 33, reL 6) 



p -, (Ay' + Ba;' + C) sen <i> p, ^ (AV+B'a;^ + CQsen » 
VA^ + B* — 2AB eos <!> ' f/A'* + B** — 2A'B* co7'«¿^' 



Por otra parte, como el punto M (x\ y') está situado en una de 
las bisectrices, se tiene (8) 

Ay' + Ba?* + C _ _ AY+B'x' + C 



t/A* + B« — 2AB eos * VA'* + B'* - 2A'B' eos <t^ 

Por consiguiente, resulta en valor absoluto 

D = D\ Q.E. D. 

46. Teorema — Toda ecuación del primer grado entre dos varia* 
hles^ rexyresenta en coordenadas cartesianas una línea recta. 
En efecto, sea 

(1) Mi/ + Na: + P = 

una ecuación cualquiera del primer grado entre dos variables, 
que son las coordenadas de un punto cualquiera de la línea que 
esta ecuación representa. Determinemos los puntos de intersec- 
ción A y B con los ejes de la línea desconocida representada por 
la ecuación (1). Como los ejes tienen por ecuaciones 
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y = O, a; --= O, 

las coordenadas desconocidas de los puntos de intersección, coor- 
denadas que son la abscisa del punto A y la ordenada del punto 
B, las obtendremos haciendo sucesivamente en la ecuación (1) 
y = 0,x = 0. Así se obtiene 



Los puntos de intersección de la linea desconocida con los ejes, 
tienen, pues, por coordenadas 



a(-|.o). b(o.-|) 



Ahora bien, por los puntos A y B se puede hacer pasar una 
línea recta, que tendrá por ecuación Cn9 40, reí. 1) 



V N 



\M/ \ W 



puesto que se tiene 



«^' = -|'' l/' = 0, aj" = 0. í/"=-~- 



Simplificando la precedente ecuación, se obtiene 

My + Nx + P = O, 

que es precisamente la ecuación propuesta (1). Todos los puntos 
de la línea desconocida están, pues, en línea recta. 
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47. Escolios. — L Se ha visto que toda recta se paede repre- 
sentar por una ecuación del primer grado y que toda ecuación 
del primer grado se puede representar por una linea recta. Es- 
to justifica la denominación de ecuación lineal que se da auna 
ecuación del primer grado entre dos variables. 

II. Para construir una recta, basta construir uno de sus pun- 
tos y determinar la dirección de la recta, ó construir dos de sus 
puntos. Conviene escoger los puntos de intersección con los ejes. 
Estos puntos se determinan, haciendo sucesivamente en la ecua- 
ción de la recta 1/ = O, a: = O, y las coordenadas desconocidas se 
pueden construir por cuartas proporcionales. 

48. Ecuación polar de la línea recta.— Sean (fig. 23) o «1 

polo, o 05 el eje polar, AB la recta 
considerada, r y S las coordenadas -V, 

polares de un punto cualquiera M \ 
de la recta, o P la perpendicular-^ - 
bajada del polo sobre la recta con- 
siderada y p la magnitud de esta 
perpendicular. El triángulo rectán- 
gulo o M P da la relación 

oP = oMcosMoP= ^ ^ ^* 

= oM eos (Moíc — Pox). 

Mas se tiene, designado por a el ángulo Fox que forma la per- 
pendicular con el eje polar, 

oM = r, Moa; = 5, Fox = S. 

Substituyendo en la releción precedente, resulta 

p = r eos (^ — a). 

De esta ecuación se deduce 



^zy- 23 




p 

eos (S — a) 

que es la ecuación polar de la línea recta. 
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Esta ecuación se puede obtener también por transformación 
de coordenadas. Escogeremos como ejes de coordenadas el eje 
polar y la perpendicular al eje polar trazada por el polo. Tendre- 
mos las fórmulas de transformación de coordenadas (n^ 24, 
reís. 2) 

(2) x = r eos í, y = r sen S. 
Substituyendo estos valores en la ecuación cartesiana de la 

recta 

Al/ + Bx + C = O, 
se obtiene 

(3) r (A sen « + B eos S) + C = 0. 
Pongamos 

(4) A = fc sen a, B = A: eos a; 

de donde se deduce, elevando al cuadrado, sumando ordenada- 
mente y extrayendo raíz cuadrada 

(5) A:=\/AM^^. 

Substituyendo este valor en las relaciones (4) y despejando, re- 
sulta 



ffi') sen q = . =, cüs«— -7=T- 

^^^ Va^ + b^' >^a^ + b* 

Las anteriores expresiones determinan las cantidades descono- 
cidas A; y a. 

Substituyendo en la relación (3) los valores de A y B dados por 
las expresiones (4) y despejando, se obtiene 
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_C 

(7) ^ ^ nC fc 

A: (eos ^ eos a + sen S sen a) eos (8 — a) 

Para terminar la transíormaeión, calcularemos la magnitud p 
de la perpendicular oP bajada del origen o sobre la recta consi- 
derada, punto que tiene por coordenadas 



Substituyendo estos valores en la fórmula que sirve para cal- 
cular la distancia de un punto á una recta representada por la 
ecuación general cuando son rectangulares los ejes (n9 33) 



resultará (5) 
I 

(8) P-= 



Ay' + Ba;' + C 
t/A* + B» 



VA' + B» * 

y, por consiguiente (7), 

P. 



r- 



eos (8 — a) 



El ángulo a es el ángulo Fox (fig. 23). En efecto, el valor de Ja 
abscisa oC lo obtenemos haciendo y = O en la ecuación de la recta 
AB. Así se obtiene 



(9) oC=-|- 



i 
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Ahora bien, el triángunlo rectángulo oPü da 



oC = — £ 



C09 POX 

Substituyendo por p y por oC sus valores (8) y (9), resulta des- 
pejando 

B = fe eos Pox, 

y, por consiguiente (4), 

Pox = a. 

Es más fácil transformar la forma normal de Hesse (n9 30, 
reí. 6) 

X eos a' + y eos i8' — p = 0. 
Como los ejes son rectangulares se tiene (n^ 9, reí. 6) 



«'=a, /9» = _2 fe'ir4---- — a; íc = r cos S, 1/ = r sen & 



Substituyendo estos valores en la relación precedente, resulta 
r (eos a eos 5 + sen a sen í) — p = O, 
y, por consiguiente, 



eos (o — a) 



49. Apucacíón — Terminaremos este capítulo, investigando 
analíticamente dos propiedades importantes de las bisectrices. 
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Sean (fíg. 24) ABC un triángulo cualquiera, AD la bisectriz 

del ángulo BAC y m la magnitud 
AD. Tomaremos el punto A como 
origen y las semi-rectas AB, AC, 
como ejes de las x j de las y- Las 
coordenadas de los puntos B y C son 
(c, o), (o, &), y la ecuación de la rec- 
ta CB es de la forma (n^ 80) 



rzj. M4 



(1) 



c b 




Como la recta AD es la bisectriz del ángulo de los ejes, su ecua- 
ción es de la forma (n9 43) 



(2) 



y = x. 



Para el punto D, las ecuaciones (1) y (2) se tienen que verificar 
para el mismo sistema de valores de o? é i/. Resolviéndolas, se ob- 
tiene 



aj === y = 



he 



b+ c 



que son los valores de las coordenadas del punto D. Ya estamos 
en estado de calcular las magnitudes de los segmentos CD, DB. 
Aplicando la fórmula que sirve para calcular la distancia entre 
dos puntos (n9 27, reí. 2) 

(8) r» = (a; — fici)' + fl/ — i/i)' + 2(aj — a:i)(i/ — i/;)cos*, 

obtendremos los resultados siguientes: 
Para los puntos D y C se tiene 



he 

X = 1 

b + c 



Xi=0, y = 



be 



b + c 



yi=b. 



} 
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Substituyendo en la fórmula (8), resulta simplificando 



(4) CD-=~Y- Vb^ + c^ — 2bccos<t>. 

o + c 



Para los puntos D y B se tiene 



be be 



Substituyendo en la fórmula (3), resulta simplificando 



(5) DB = r3— V6* + c" — 2&cco8^. 



Dividiendo ordenadamente las relaciones (4) y (5), resulta 

I 

DB"" c 

I relación que expresa un teorema conocido. 

) Multiplicando ordenadamente las relaciones (4) y (5), se lob- 

tiene 



(6) CD. DB = j^^2 (&' +c^—2bc eos *). 

Por otra parte, aplicando la fórmula (3) al cálculo de la magni- 
tud AD = m, se obtiene, puesto que uno de los puntos coincide 
con el origen, 






y, por consiguiente. 
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2 (1 + eos *) = —-^2 • 

Substituyendo esta expresión en la relación idéntica 
&* + c* — 2 &c eos * = (6 + c;* — 2 6c (1 + eos i>), 
resulta simplificando 

(7) 6* + c* — 2 &c eos * = (6 + c)* í ^ ~^)' 

De las relaciones (6) y (7), se deduce finalmente 
CD. DB = &c-w^ 
relación en la que está cifrado otro teorema conocido- 



CAPITULO SEGUNDO. 



CIRCUNFERENCIA DE CIRCULO. 

50. EcuAaÓN GENERAL. DEL CÍRCULO.-— Sean M {x, y) un punto 
cualquiera de una circunferencia cualquiera de círculo, C (a. h) 
el centro y R el radio de esta circunferencia. Por definición, la 
distancia MC es invariable é igual á R* Haciendo las substitucio- 
nes convenientes en la fórmula que sirve para calcular la distan* 
cia entre dos puntos (n^ 27), se obtiene 

(1) {x — aV + {y — by + 2 (x — a) (i/ — &) eos * = R*, 

relación en la que sólo figuran como variables las coordenadas de 
un punto cualquiera de la circunferencia de círculo considerada. 
La relación (1) es, pues, la ecuación general de esta circunfe- 
rencia. 

51. Casos particulares.— I. Si las coordenadas son ortogo- 
nales, se tiene <í» = -^ ' y '* ecuación (1) se convierte entonces en 

(1) rx-a)2+(y-6)2 = R*, 

que es la ecuación de una circunferencia de círculo en ejes rec- 
tangulares. 

II. Si el origen es un punto de la circunferencia y el eje de las 
X coincide con un diámetro de círculo y si los ejes son, además, 
rectangulares, se tiene entonces 
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*=|-' a=R, 6 = 0. 



Substituyendo en la ecuación general (1), resulta 

Desarrollando y simplificando, se obtiene 
(2) y^ = 2Rx'-a?. 



Es fácil demostrar analíticamente que el eje de las ordenadas 
es tangente al círculo. En efecto, si se hace o; = O en la ecuación 
(3), resulta 

1/2=0. 

Por consiguiente, los dos puntos de intersección del eje de las 
y con la circunferencia considerada, se confunden en uno solo 
que es el origen de coordenadas. 

El eje mencionado es, pues, tangente al círculo. 

III. Si los ejes son rectangulares y el origen coincide con el 
centro, se tiene 



<Í>=Y' ^ = ^' ^'^^• 



Substituyendo en la ecuación general (1), resulta 

(3) l/2+^=R2. 
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52. Coordenadas polares.— -Sean (fig. 25) o el polo, ox el eje 
polar, r y 8 las coordenadas polares 
de un punto cualquiera M de la cir- 
cunferencia de círculo considerada, 
ro y ^ las coordenadas polares del 
centro C y a el ángulo que forma el 
radio CM con el eje polar. Proyec- 
tando sobre un eje cualquiera oz el 
contorno CoM y su resultante CM, 
se tiene 

PzCM = PzCÓ+PzoM. 

Pongamos CM =R y apliquemos la precedente ecuación ai eje 
polar oíc y al eje normal oy. Poniendo por las proyecciones sus 
valores, se obtendrá 




R eos a = ro eos (t — S J + r eos 8, 

Rcosí-^- — «J = roCos(^^-— Y "^ ^) +^co9("o"~"^)* 
es decir, 

R eos a=: — To COS ^q + V COS S, 

Rsena = — roSen^o + rsenS. 

Elevando al cuadrado las precedentes relaciones, sumando or- 
denadamente y simplificando por medio de las fórmulas 



cos^a + sen^a = cos^Sq + sen^So = cos*8 + sen^8 = 1, 
eos 8 eos Sj, + sen 8 sen 8^ = eos (8 — 8^), 
88 obtiene 

Seonntría ibitlíiiea— ;• 
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(1) R' = ro' — 2rroC03(^-K)+r\ 

que es la ecuación polar del círculo. 

La ecuación polar del círculo se puede también obtener efec- 
tuando en la ecuación cartesiana una transformación de coorde- 
nadas. La ecuación del círculo en ejes rectangulares es (n9 51, 
reí. 1) 

Por otra parte, se tienen las fórmulas de transformación de 
coordenadas cartesianas en polares (n9 24, reís. 2) 

x=rcoB^t l/ = rsenS, a = rocos5o» &=roSen5o- 
Substituyendo en la precedente relación, se obtiene 

(r eos 8 — ro eos 3 J^ + (r sen S — r^^ sen ^^Y — R^ = 0. 

Desarrollando y simpliñcando como anteriormente, resulta la 
ecuación (1). 

El ángulo MoC es igual á S — 3,, y el procedimiento que segui- 
mos primeramente demuestra un teorema fundamental de Tri- 
gonometría rectilínea (1). 

53. Casos particulares. I. — Si el eje polar pasa por el centro 
del círculo, se tiene ^o = O, y la ecuación (n9 52) 

(1) R^ = ro' - 2rro eos (5 - 8,) + r\ 
se convierte en 

(2) R* = ro' — 2rro eos 8 + r\ 

II. Si el eje polar pasa por el centro y el polo es un punto de la 
circunferencia, se tiene entonces 

(3) ro = R, 8, = o. 
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^is «r 



Substituyendo en la relación (1), resulta simplificando 

r = 2R eos S. 
54. Teoremas relativos al. círculo. I — La ecuación (3) n9 
51, se puede escribir de este modo 

1/^ =R' — x'- = (R- oj) (R + X). 
Mas se tiene (fig. 26) 

MP = 2/, R — a; = PB, 
R + flc = PA. 
Substituyendo en la precedente 
relación, resulta 

MP'=PB.PA 
igualdad que demuestra un teore- 
ma conocido. 

II. La relación 2 del núm. 51 se puede escribir así 

Mas se tiene [fig. 27] 
x'+y''=OM.\ íc=OP. 

Substituyendo en la precedente 
ecuación, se obtiene 

OM' = ÓH. OP, 
relación que demuestra un teore- 
ma conocido. 

III. Sean (fig. 28) M (a?, y) un punto cualquiera del círculo de 
radio OA, AB == 2c, una cuerda cual- 
quiera y Fel ángulo AMB. EJscogere- 
mos como eje de las x la semirecta CB 
y como eje de las y la perpendicular 
Gy levantada á la cuerda AB en su 
punto medio C. Como las coordenadas 
de los puntos A y B son respectiva- 
mente (— c, 0), (c, 0), los coeficientes 
angulares a y ai de las rectas AM y 
BM, estarán dados por las expresio- 
nes (n9 40, reí. 2) 




ri¿íB 
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(1) a=-^. «» = r^ 

X "T C X C 

Para calcular el ángulo Fnos valdremos de la fórmula {ü9 32) 



tan r=— x 

1 -raai 

Substituyendo por los coeficientes angulares sus valores (1), se 
obtiene, simplificando 

(2) tangF-- ^""^ 



X -ry — c 

Si el punto M está situado en la circunferencia, la ecuación 
anterior se puede transformar por medio de la ecuación de la cir- 
cunferencia considerada. Gomo los ejes son rectangulares y el 
eje de las y pasa por el centro del círculo, obtendremos esa ecua- 
ción haciendo a = O en la ecuación ixfi 51) 

(re — a)^ + (y— &)^ = R^ 

Asi se obtiene 

íc* + (l/ — &)^ = R». 

Desarrollando y poniendo por &* su valor R* — c* que da el 
triángulo OAC, se obtiene, simplificando 

x^ + y^ — c' = 2hy. 

Substituyendo en la relación (2), resulta 

(3) tang F= ^^ 

expresión independiente de la posición del punto M. Los ángu-* 



) 
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los inscritos en el 'mismo segmento tienen, pues, el mismo va- 
lor. 

Si además, la cuerda AB pasa por el centro, se tendrá & = O, y, 
por consiguiente (8) 

R 
tangF=^=Qo. 

El ángulo Fes, pues, igual á -^> teorema también conocido. 

Por último, supongamos que el punto M coincide con el centro 
O del círculo y designemos por F* el ángulo AOB; tendremos en- 
tonces 

03 = O, y = b* 
Substituyendo estos valores en la relación (2), resulta 

tangF = ^,-3::^3- 
Substituyendo este valor en la fórmula conocida 



*„„„ r -Idr Vl + tang'F' 

**°» 2" = ^:^¿r ' 

simplificando y tomando el signo + del radical, puesto que -^ es 
necesariamente menor que -^y se obtiene 



8^8 



r _ c^ — &^+ V(&^— c")' + 4&-c 

Efectuando las operaciones indicadas y simplificando, se obtie- 
ne finalmente 



(4) 



86 



tan "TT = -;-• 
2 b 



De las relaciones (3) y (4) se dedace 



y, por consiguiente, 



tang V= tang y' 



^=2' 



relación que expresa un teorema conocido. 

IV. — Ck)nsideremos, por último, dos secantes 6 dos cuerdas 
que parten de un punto cualquiera M tomado en el plano del círcu- 
lo (fig/ 29 y 30) 





Ejscogeremos como polo el punto M y un eje polar cualquiera 
M». La ecuación del círculo es entonces (n9 52, reí. 1) 

r* — 2rrocos(8 — 8o) + ro' — R' = 0. 

Si damos al ángulo polar un valor cualquiera BMz == ^i, la pre- 
cedente ecuación dará dos valores ri y rj del radio vector r, que 
en las figuras consideradas estarán representados por MA y MB 
y que serán del mismo signo en la fig. 29, y de signos contrarios 
en la (30). Pero su producto siempre será igual á 7-o^ — R^i can- 
tidad constante. Se tiene, pues, en ambas figuras 

MA. MB = constante, 



relación que expresa dos teoremas conocidos. 
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55. Tangente A la circunferencia de círculo.— El procedi- 
miento para determinar la ecuación de la tangente á la circunfe- 
rencia de círculo, lo basaremos en esta propiedad característica: 
la tangente á una circunferencia de círculo es perpendicular al 
radio que pasa por el punto de contacto, y recíprocamente, toda 
perpendicular á un radio trazada por la extremidad del radio, es 
tangente á la circunferencia. 

La ecuación de la tangente es de la forma {n9 30, reí. 5) 

(1) X eos o.' + y eos P* — p -= 0. 

Ahora bien, en virtud de la propiedad enunciada, la distancia 
del centro C (a, &) del círculo á la tangente es igual al radio R, y 
esta distancia es también igual á (n^ 33) 

— (a eos a' + & eos i8' — p). 
Se tiene, pues, 

(2) a eos a' + & eos /S' — p = — R. 

Restando ordenadamente las relaciones (1) y (2), se elimina á 
p, y se obtiene 

(3) {x — a) eos «' + (2/ — b) eos i8' = R. 

Por otra parte, los cosenos directores eos a', eos fi\ están dados 
por las fórmulas (n9 27, reí. 2) 

eos <*' = p- [x' — a + (y- — b) eos <t>], 

eos ^' = ^ [{x' — a) eos <l^+y'— &], 

ix\ 2/0 simbolizan las coordenadas del punto de contacto P. 

Substituyendo los pree9de.ntes valores en la relación (3), re- 
sulta 
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(4) {x — a)[x' — a + {y' — &) eos <í>] + (2/ — &) [(a;' — a) eos <í> + 

que es la ecuación de la tangente buscaba. 

Para darle otra forma, expresaremos que el punto de contacto 
P (^'9 2/') 6stá situado sobre la circunferencia considerada. Así 
obtendremos la relación (nP 50) 

(5) Qc' — a)2 + (1/' — &)2 + 2 (íT' — a) {y' — b) eos 4> = R^ 

Restando ordenadamente las relaciones (4) y (5), sacando fac- 
tores comunes y reduciendo, se obtiene fácilmente 

(.x' —a) (x — x') + (y' — b){x — x') eos <t> -\' 
+ (x' — a)(iy -y')cos^ + (y' — b) (y — y') = 0. 

Sacando á (x — ce') y & (í/ — 1/') como factores, resulta final- 
mente 

(6) (x — x')[x''-'a + (y' — b)cos<t>] + (y — yO[y' — b + 

+ (x' — a) eos i>] = 0, 

que es la forma habitual de la ecuación de la tangente al círculo. 

El coeficiente angular m de esta tangente tiene, pues, por ex- 
presión 

f 7) m = — ^'~^ + (^ ' ~^)^Q^^ - 

y^ — b+ {x^ — a) eos 4> 

Si las coordenadas son ortogonales, se tiene ^= -^j y la ecua- 
ción (&) se convierte en 

(8; {x-x^) (x' - a) + (!/-?/') {y'-b) = 0. 

Si las coordenadas son ortogonales y el centro del círculo coin- 
cide con el origen, se tiene entonces 
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*=Y> a = 0, &=0. 
Substituyendo en la ecuación (6), resulta 

Efectuando las operaciones indicadas y simplificando por me- 
dio de la relación (5) 

se obtiene 

(9) xx' + yy' = R\ 

relación que da inmediatamente la ecuación (4). 

El coeficiente angular de la tangente es, en este caso, igual á 
_^ 

1/'' 

56. Tangente común á dos circunferencias de círculo.— 
Sean C y C los centros de las circunferencias consideradas y R, 
R', sus radios respectivos. Escogeremos el punto C como origen; 
como eje de las x, la línea CC de los centros de los dos círculos, y co- 
mo eje de las y, una perpendicular á esta línea. Designando por d 
la distancia CC de los centros, se tendrá para el segundo circulo 

a = di & = O, 

y para el primero 

a = O, & = 0. 

Por consiguiente, las ecuaciones de los círculos considerados, 
serán de la forma (n9 51, reí. 1) 

(1) x' + y^ = R^ (x - dy + y' = W\ 

La ecuación de la tangente al primer círculo es de la forma (n9 
55, reí. 3) 

(2) X eos o,' + y eos ^' = R, 
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y para que sea tangente al segundo circulo que esté á una distan- 
cia del centro C de este círculo igual al radio R\ Como las coor- 
denadas del punto C son (d, 0), esta distancia tendrá también por 
valor (nO 33) 

q= (d eos a' — R). 

Se tiene, pues, la relación 

dcosa' — R = q=R\ 

El signo — corresponde á las tangentes exteriores, y el + á las 
interiore8' 
De la relación precedente se deduce 

/o\ , R ^ R' 
(3) cosa' = 

ir 

Por otra parte, como ^ es igual á ^ se tiene la relación (n9 9» 
reí. 2) 

eos* a' -f C0S*i3' = 1, 



y, por consiguiente (3), 



cos*)8' = l — cos^a 



, d^ — (RhPRO 



2 



-j 



y 



(4) eos ^' = =^ -^ Vd*-^ — (R T RT. 

Substituyendo en la relación (2) por los cosenos directores sus 
valores (3) y (4), se obtiene 



R:;:R^ . Vd" — (R + RQ^ ^ 
— - — X ± y = K, 
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que son las ecuaciones de las tangentes comunes á las circunfe- 
rencias dadas. 

Separando los signos, se tendrá para las tangentes exterio- 
res, 



(5) 



R^R>^^Vc^-^(R-^Rr^_R^O, 



d '^ d 

y para las tangentes interiores, 



(6) 



d d 



En suma, se tendrán cuatro tangentes: dos exteriores, repre- 
sentadas por las ecuaciones (5), y dos interiores, representadas 
por las ecuaciones (6). 

57. Construcción de las tangentes. — Para construir las tan- 
gentes, determinaremos sus puntos de intersección con los ejes 
de coordenadas (fig. 31). Si se hace 



■Tig- 3 i 




1/ = O, en las ecuaciones 5 del núm. 56, resulta 



(1) 



x = 



Bd 



R — R' 



que es el valor de la abscisa del punto de intersección de las tan- 
gentes exteriores con el eje de las íc; y si se hace í/ = O en las 
ecuaciones 6 del núm. 56, se obtiene 
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que es el valor de la abscisa del punto de intersección de las tan- 
gentes interiores con el eje de las x. Los dos puntos de intersec- 
ción con el eje de las abscisas de cada pareja de tangentes, se con- 
funden, pues, en uno solo. 

Las precedentes expresiones se pueden construir por cuartas 
proporcionales, utilizando los elementos de la figura. Para cons- 
truir la expresión (1), se trazan dos radios paralelos CM, C'M', 
se toma la magnitud CD' igual á la diferencia de los radios y se 
unen por medio de una recta los puntos D' y C. Si se unen los 
puntos M y M', la recta MM' es necesariamente paralela !á D'C 
y el punto de intersección H de esta paralela con el eje de las o?, 
es el punto de intersección buscado: construcción que se justifi- 
ca por la consideración de los triángulos semejantes D'CC, MGH, 
que dan la relación 

y, por consiguiente (1) 

a; = CH. 

De la misma manera, para construir la expresión (2), se toma 
sobre el radio CM, la magnitud CD igual á la suma de los radios 
y se traza la recta DC. Si se traza por el punto M, la recta MH' 
paralela á DC, el punto de intersección H' de las rectas MH', Gx, 
será el punto de intersección buscado: construcción que se justi- 
fica por la consideración de los triángulos semejantes DCC, 
MCH', que dan la relación 

y, por consiguien (2), 

íí = CH'. 
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La Geometría analítica conduce, pues, á una de las construc- 
ciones que la Geometría elemental indica: los puntos H y H' son 
los centros de homotecia de los círculos considerados* 

Para encontrar las ordenadas de los puntos de intersección de 
las tangentes con el eje de las i/, haremos sucesivamente x = 0, 
en las ecuaciones (5) y (6) del núm. 56. Así obtendremos 

(3) y=^ ./.2^m -on^ - y= 



Vd^ — (R — rY Vd^ — (R + RO'^" 

Para construir, por ejemplo, la primera de las expresiones pre- 
cedentes, comenzaremos por construir el cateto I de un triángu- 
lo rectángulo en el que d sea la hipotenusa y (R — R*) el otro ca- 
teto. Efectuada esta construcción, la cuestión se reduce á encon- 
trar una cuarta proporcional entre ¿, R y cZ. Obtenida esta cuarta, 
se llevará sobre el eje de las |/, partiendo del origen C, á uno y 
otra lado del eje de las x. Las extremidades P y P' de estas orde- 
nadas, serán los puntos de intersección buscados, y las rectas 
PH, P'H, las tangentes correspondientes. 

58. Tangente A una circunferencia de círculo trazada 
POR üN PUNTO EXTERIOR.-— Referiremos el círculo á ejes rectan- 
gulares que pasen por su centro, lo que se expresa diciendo que 
se refiere el círculo á su centro y á sus ejes. Sean M (xi, y i) el 
punto exterior y P (x\ yO el de contacto. La ecuación del círculo 
será de la forma (nP 51, reí. 3) 

x^+y^=R\ 
y la de la tangente será (n9 55, reí. 9) 

ocx' + yy'=R^^ 

xéy son las coordenadas de un punto cualquiera de la tangente. 
Expresando analíticamente que la tangente pasa por el punto 
dado M (ccj, yi), se tendrá la ecuación 

(1) Xtx' + yty'=R\ 
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y expresando que el punto de contacto P («', y O está en la circun- 
ferencia considerada, se tendrá 

(2) x'^ + y'^ = R** 

Las ecuaciones (1) y (2), determinan las coordenadas descono- 
cidas (x*, 1/0 del punto de contacto. 
De la ecuación (1) se deduce 

(3) V' = y, ' 

Substituyendo en la ecuación (2), efectuando las operaciones 
indicadas y simplificando, se obtiene la ecuación del segundo 
grado 

(4) (aJi^ + l/i") ^'^ - 2 R^ícix' + R^ fR* - Vi^) = O, 

que determina las abscisas de los puntos de contacto. 
El binomio característico tiene por expresión 

2,a _ 4ac = 4 R V (xi* + 1/1* - R'). 

Las raíces de la ecuación (4) serán reales y desiguales, si se 
tiene 

(5) a:a* + l/i^-R'>0, 

reales ó iguales, si se tiene 

(6) .Xi* + i/i^-R^ = 0, 

é imaginarias, si se tiene 

(7) x,« + i/i^~R^<0. 

Ahora bien, la distancia MC = D del punto dado M(aj, i/)al 
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centro C(0, 0) del círculo, está dada por la expresión (n9 27, 
reí. 8) 

(8) D=VÍ?+7^ 

De las relaciones (5), (6), (7) y (8), se deduce 
D>R, D = R, D<R. 

En el primer caso, el punto M es exterior al círculo y las tan- 
gentes son dos rectas reales; en el segando, el punto M está en 
la circunferencia y las dos tangentes coinciden; y en el tercero, 
el punto M es interior al círculo y las dos tangentes son imagina- 
rias. 

En conclusión, desde un punto tomado en el plano de una cir- 
cunferencia de círculo, se pueden siempre trazar á la circunfe- 
rencia dos tangentes reales ó imaginarias. 

Resolviendo la ecuación (4), se obtiene 

, __ R'x, ± Ry, \fx^ + i/i^^"::^R^ 

que son los valores de las abscisas de los puntos de contacto. 
Substituyendo estos valores en la ecuación (3), resulta 



^^ x,'+y,' 

que son los valores de las ordenadas correspondientes. Uniendo 
los puntos de contacto determinados por las precedentes ecua- 
ciones, con el punto dado M, se tendrán las tangentes pedidas. 

59. Solución gráfica. — Restando ordenadamente las ecua- 
ciones (n9 50, reí.» 1 y 2) 

«''+2/'* = R% a^ix' + 2/11/' = R^ 

se obtiene 
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OJ'*— OJ'cCi + y" -y'y,=0. 

Oompletaado los cuadrados, resulta 



y el sistema formado por las ecuaciones 

a;'*4-l/'*=R*. Xtx' + yiy' = -R\ 
se podrá reemplazar por el formado por las ecuaciones 
(1) X'» + y'' = R*. 

Considerando á ix\ y^) como coordenadas variables, la ecuación 
(1) representa el círculo dado, y la (2) representa un círculo jque 



V2 _1_ 2 

^ — . y cuyo centro tiene por 

coordenadas! -^> y)- Es fácil construir este círculo. En efecto 



(flg. 32) el punto que 
tiene por cordenadas 

(|, |)eselpuntoO 

situado en la mitad 
del segmento C M, 
porque los triángulos 
semejantes OCQ, . . . 
MCP, dan las relacio- 
nes 
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y, por consiguiente, 



Por otra parte, el triángulo rectángulo COQ da la relación 

-Co^^^jl + iíl. 

^^ 4 -i- 4 ' 

CO es, pues, el radio del círculo. Por consiguiente, la circunfe- 
rencia representada por la ecuación (2), es la descrita sobre CM 
como diámetro. Los puntos de intersección de esta circunferen- 
cia con la dada C, serán los puntos de contacto desconocidos. 
Uniendo estos puntos con el punto M, se tendrán las tangentes 
pedidas. Esta es también la construcción de la Geometría ele- 
mental. 

60. Intersección DE DOS CIRCUNFERENCIAS de círculo.— Re-' 
feriremos las circunferencias dadas C y C á ejes rectangulares, 
tomando como origen el centro C y como eje de las x la línea CC 
de los centros. Las ecuaciones de las circunferencias considera- 
das serán 

(1) x' + y'' = R\ (a: — d)' + y^ = R'^ . 

Para los puntos de intersección de las circunferencias dadas, 
los valores de ícé y tienen que ser los mismos en las ecuaciones 
representativas. Por consiguiente, la cuestión se reduce á in- 
vestigar las soluciones comunes de estas ecuaciones. 

El sistema (1) se puede reemplazar por otro más sencillo. Res- 
tando ambas ecuaciones, se obtiene 

2dx-d' = R' — W\ 

y el sihteraa propuesto (1) se podrá reemplazar por el sistema 
equivalente 

(2) x2 + i/2 = R2, (3) 2daj — d2 = R2 — R'2. 

Geomiiria Analítlcí— 7 
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De la ecuación (3), se deduce 

r/2 ^_ K2 _ R,2 



(4) x = 



2d 



ecuación que determina las abscisas de los puntos de intersec- 
ción. 

Los puntos de intersección están, pues, situados en una misma 
recta paralela al eje de las ordenadas; esta recta se denomina 
eje radical de los dos círculos y está representada por la ecua- 
ción (4). 

Para obtener las ordenadas correspondientes, basta substituir 
en la ecuación (2) por x su valor (4). Efectuando la substitución 
indicada, resulta despejando 



^=^"V 4^ 



Descomponiendo en factores el numerador de la fracción que 
figura dentro del radical, se obtiene 

4 («2 R2 _ (<i2 ^ R2 _ JJ,2 ) ^ (2 (í R ^ (^2 + R2 _ R'2 ) 

(2dR — (? — R2 4-R'2). 
Mas se tiene descomponiendo de nuevo 

2 d R + ¿2 + R2 — R'2 ::= (R 4- d)2 — R-S = (R 4- d + R') 

(R + d-R-), 

2dR — d2 - R2 + R'2 = R'2 — (R — d)2 = (R- + R - d) 
(R' — R+d), 

j', por consiguiente, 

4 ¿2 R2 _ (^2 + R2 _ R>2 )2 =. (R 4. ^^ 4. R') (R -1- rf _ R') (R- + 

+ R — d) (R' — R + d). 

Substituyendo esta expresión en la relación (5), se obtiene fi- 
nalmente (5) 
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De las fórmulas (4) y (5) se deduce que dos circunferencias se 
cortan siempre en dos puntos reales ó imaginarios. 

Para estudiar las condiciones de realidad de los valores de y, 
supondremos R> R'; entonces los factores 

R + ^ + R' y R + d — R' 

serán constantemente positivos, Para que los valores de y sean 
reales, es menester que los dos factores restantes sean á la vez 
positivos ó negativos. Pero no pueden ser negativos, porque esto 
exige que se satisfagan las dos desigualdades 

d>R + R' y (í<R — R\ 

y estas desigualdades son incompatibles: si d es menor que R — R*, 
es afortimi menor que la cantidad mayor (R + RO; resultaría, 
pues, que d sería á un mismo tiempo menor y mayor que (R + R'). 
Por consiguiente, los valores de y solamente serán reales cuando 
se tenga 

d<R+R' y d>R — R\ 

que son las condiciones demostradas en la Geometría elemen- 
tal. 

Si d = R + R', los valores de y se reducen á uno solo: 0. 

Por consiguiente, los dos puntos de intersección se reducen á 
un punto único. Introduciendo ese valor de d en las ecuaciones de 
las tangentes comunes (n9 56, reí.® 5 y 6) 



(6) — X ± 1/ — R = 0. 



(7) X ± 1/ -- R = O, 
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se ve que las tangentes exteriores son reales y que las tangentes 
interiores se reducen á una sola paralela al eje de las v 7 repre- 
sentada por la ecuación 

_ dU „ 

Pero, en este supuesto, la ecuación del eje radical (4), se redu- 
ce también á o? = R. La tangente común se confunde, pues, con el 
eje radical. 

Si d = R — - R' los dos valores de y se reducen también á uno so- 
lo: O, y los dos puntos de intersección se confunden en un punto 
único. Introduciendo ese valor de d en las ecuaciones de las tan- 
gentes comunes (6) y (7y), se ve que las tangentes exteriores se 
reducen á una sola, representada por la'ecuación 



R^ ^ 



que se confunde con el eje radical. 

Si d <C R — R', las tangentes tanto exteriores como interiores, 
son imaginarias. 



I 
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DISCUSIÓN DE LA ECUACIÓN GENERAL DEL SEaXTNDO GRADO 



61. Estructura de la ecuación general del segundo gra- 
do con DOS VARIABLES. — La ecuación general del segundo grado 
con dos variables, consta, cuando es completa, de un término in- 
dependiente, de dos términos del primer grado y de tres del se- 
gundo. Ija ecuación general del segundo grado es de la forma 

(1) Ai/2 ^ BíTi/ + Ca? + J)y + Kx + F = 0, 

xéy son las variables, variables que se representan por las coor- 
denadas cartesianas de un punto cualquiera; A, B, C, D, E, F son 
coeficientes constantes. 

Si en la ecuacián fl) se hace variar á o; de una manera cualquie- 
ra, y variará de cierta manera; y depende, pues, de xy varía con 
ce. Esto se expresa diciendo que 1/ es una función de x. La varia- 
ble que muda de valor de un modo cualquiera, se llama variable 
independiente, y la otra, dependiente. Cada una de las variables se 
puede considerar como una función de la otra variable: si y es 
función áex.xá su vez es función de y. 

Si la función está resuelta con respecto á una de las variables, se 
llama explícita, y en el caso contrario, implícita. La función que con- 
sideramos es una función implícita, la simbolizaremos por /(ce, 1/), 
y pondremos 
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(2) /(a;, y)= Ay^ + Bxy + Ca^ + By + Ex + F= 0. 

Supondremos que x es la variable que muda de valor de un mo- 
do arbitrario. 

Si X varía de una manera continua, y variará también de una 
manera continua, mas no arbitraria; y el punto figurativo (el pun- 
to que tiene por coordenadas los valores correspondientes de x é 
y) variará de posición de una manera continua y describirá en el 
plano de los ejes una linea curva. Nos proponemos investigar la 
naturaleza de esta curva. Para esto es menester resolver con res- 
pecto á 1/ la ecuación que representa á esa curva. 

62. Discusión de la ecuación general del segundo gra- 
do. — La ecuación fl) núm. 60 se puede escribir de esta manera 

(1) Al/2 + (Bx+ J))y + Ca^ + Ex + F = 0. 

Esta es una ecuación del 29 grado en y, pero sus coeficientes 
son funciones de x- Se resuelve como si estos coeficientes fuesen 
constantes. Resolviéndola, y poniendo para abreviar 

(2) B2 — 4AC=m, 2(BD — 2 AE) = n, D^ — 4AP=p, 
se obtiene 

(3) y = 1^ ± 2A "^^^ + nx+p. 

Los precedentes valores de?/ constan, de dos partes: de una 
parte racional, que simbolizaremos por -q, y de una parte irracio- 
nal, que simbolizaremos por F. 

Introduciendo en la ecuación (3) los valores 



(4) ,=._.___, 



(5) -^ " 2A ^'"^^ + nx + p 
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se obtiene 

La ecuación precedente dice, que para obtener el valor de y, va 
lor que designaremos por y\, que corresponde á determinado 
valor 051 de x, es necesario agregar y quitar al valor r/i de v que 
corresponde ácci, el valor correspondiente Yi de Y. Pero los va- 
lores (xi, rji) verifican la ecuación (4), que representa una línea 
recta (D), x es la abscisa y ^ la ordenada de un punto cualquiera 
de la recta. El punto (xi, vi) es, pues, un punto de la recta (D). 
Por consiguiente, para obtener los valores de la ordenada y de la 
curva que corresponden á determinada abscisa, es necesario su- 
mar y restar de la ordenada correspondiente de la recta (D), los 
valores de Y que corresponden á la misma abscisa. La recta ( D) 
divide, pues, en partes iguales á las cuerdas de la curva paralelas 
aleje de las ordenadas; en virtud de esta propiedad, la recta (D) se 
denomina diámetro de la curva. La ordenada Y se llama ordenada 
contada desde el diámetro. 

Para saber cómo varía Y cuando a? varía de una manera arbi- 
traria, tenemos que estudiar las variaciones del trinomio mx^ + 
+ 7ix + p, cuyos coeficientes son (2) cantidades algebraicas. Sean 
x\ x^\ las raíces de la ecuación que se obtiene igualando ese tri- 
nomio á cero; es decir, las raíces de la ecuación 

(6) mx^ + nx + p = 0. 

El binomio característico tiene por expresión (2) 

71^— 4mp = 4(BD — 2AE)^— 4(B^-4AC)(D* — 4AP). 
Desarrollando, simplificando y poniendo para abreviar 

(7) A = AE* + CD^ + PB^ — BDE — 4 ACP, 

se obtiene 

(8) 71^ — 4mp=16AA. 

Como A se puede siempre suponer positivo, el signo del ante- 
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rior trinomio solo depende del signo del polinomio simbolizado 
por A. Si A es mayor que cero, las raíces £c', íc" son reales y des- 
iguales, si A es igual á cero, estas raíces son reales é iguales, y 
si A es menor que cero, las propias raíces son imaginarias. 

Primer supuesto: A > o — Si m es negativo, x solo podrá recibir 
valores interiores á las raíces: para estos valores el signo del tri- 
nomio es siempre contrario al de m\ es decir, positivo en el caso 
que examinamos. Para valores exteriores á las raíces, m y el tri- 
nomio siempre son del mismo signo; es decir, negativo en el caso 
considerado. Así pues, si m es negativo, para valores de x interio- 
res á las raíces, Y es real é imaginario en el caso contrario. Por 
otra parte, en el caso que estudiamos, el valor de Y es siempre 
finito. La curva que representa entonces la ecuación general que 
discutimos es, pues, limitada en todos sentidos. Esta curva se 
llama elipse. 

Si m es positivo, el trinomio solo será positivo, y, por consi- 
guiente, reales los valores de Y, para valores de x exteriores á las 
raíces, y x podrá variar desde x'' hasta ± Qo, y desde x' hasta 
q= 00, según sean los signos de las raíces. Esta curva, ilimitada 
en ambos sentidos, se llama hipérbola, y las dos porciones indeñ" 
nidas de la curva, se denominan ramas infinitas. 

Si m es igual á cero, el trinomio se reduce á una expresión bi- 
nomia nx + p. Esta cantidad es positiva, y, por consiguiente, los 

valores de Y reales, para valores de x mayores que -: ó x podrá, 

n 

pues, variar desde — - hasta + oo , ó desde — - hasta — cx) , se- 
n n 

gún sean los signos de p y de n. Esta curva, ilimitada en un solo 
sentido, se ]\a,mB. parábola. 

En resumen, si m = B* — 4 AC es negativo y A positivo, Inecua- 
ción general del 2^ grado representa una curva cerrada, que se 
llama elipse. Si m ó sea B* — 4 AC es nulo y A positivo, la propia 
ecuación representa una curva abierta, formada por una sola ra- 
ma infinita, y que se llama parábola. 

Por último, si m ó sea B* — 4 AC es positivo y A positivo, la 
ecuación considerada representa una curva abierta, que tiene dos 
ramas infinitas, y que se llama Iiipérbola. 

Segundo supuesto: A =0. — En este supuesto, al variar x el tri- 
nomio siempre tiene el signo de wi, y se reduce á un cuadrado 
perfecto (8) 
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\ 2 ^/m| 

y es entonces (3) una función lineal de x 



n 



(— B ± \/rn)x ^Vw 

(9) y = 2A 2A 

Si m es mayor que cero, las rectas representadas por la ecua- 
ción (9) son reales, y se consideran como una variedad de la hi- 
pérbola. Si m es menor que cero, las rectas representadas por la 
ecuación (9) son imaginarias, y se consideran como una variedad 
déla elipse. Por último, si m es igual á cero, n será también (8) 
igual á cero, y la ecuación (3) se reduce entonces á 

Bx_ jy^ Vp 

^^ 2A 2A ' 

que representa dos rectas paralelas, y que se consideran como 
una varierad de la parábola. 

En resumen, si A es igual á cero, la ecuación general del segun- 
do grado representa dos rectas reales ó imaginarias. 
Tercer supuesto: ^ <C 0. — Las raíces x\ x'\ son entonces imagi- 
V narias, y el signo del trinomio es el de m. Por consiguiente, si m 

I es negativo, los valores de Y son siempre imaginarios, y la ecua- 

ción del segundo grado representa una elipse imaginaria. Si m es 
positivo, el trinomio es positivo para todos los valores reales áex, 
Y es, pues, siempre real, pero no se puede anular por ningún va- 
lor real de x- La ecuación general del 29 grado representa enton- 
ces una hipérbola que no corta al diámetro. En fin, si m es igual á 
cero, el trinomio se reduce á la expresión binomia 7iaj+ /j, y la 
ecuación general representa una parábola. 

En conclusión, las curvas representadas por la ecuación gene- 
ral del segundo grado, se pueden distribuir en tres categorías: 
elipses, hipérbolas, parábolas. La ecuación representa una elip- 
se, cuando B*^ — 4ACes menor que cero; una hipérbola, cuando 
B'^ — 4 AC es mayor que cero; y una parábola, cuando B^ -- 4 AC 
es igual á cero. 
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63. Discusión de la especie elipse. — Esta especie está ca 
racterizada por la desigualdad B* ■— 4 AC < 0. Si ^ es positivo, 
la especie es real; si A es negativo, la especie es imaginaria, y si 
A es nulo, la especie se reduce á una variedad: un sistema de dos 
rectas imaginarias. 

Solo tendremos que discutir las elipses reales, que son las úni- 
cas que podemos representar gráficamente. 

Descomponiendo el trinomio en sus factores lineales (ce — íc'), 
{x — x'l la ecuación 3 del núm. 62 revestirá la forma 



V = 



Ba; + D 
2A 



^ Vmvcc— ce') (a; — íc"). 



Es fácil construir la recta representada por la ecuación 

B a'+ D 
^="-2A-' 

y que es un diámetro 
de la curva. Sea (fig. 
33) AB este diámetro. 
Supondremos que x' es 
menor que x'' y que es- 
tas raíces estén repre- 
sentadas en la figura por 
OC y OD; x solo podrá 
variar de OCáOD. 
La ordenada Y tiene 

por expresión, cambiando el signo de m 




(1) Y^g^V— m(ír-aj')te''-x), 

(— m ) es, por hipótesis, una cantidad positiva. 

Para x = x* y para x = x^\ Y se anula, y como parte de cero 
para volver á ser cero, pasa necesariamente por un máximo, por- 
que comienza por crecer para decrecer después. Es fácil deter- 
minar este valor máximo de Y. 

El valor máximo de esta ordenada corresponde al valor máximo 
de la cantidad que está dentro del radical, y como ( — m) es un 
factor positivo y constante, la cantidad indicada será máxima, 



I 
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cuando lo sea el producto (ce — a?0 (ce'* — x)- Ahora bien, los fac- 
tores de este producto dan por suma la cantidad constante 
(a3*' — cc')i y el Algebra elemental enseña que dicho producto será 
máximo cuando se tenga 

(2) íc~a;' = a,»'-a; = ^"'~^' 



2 

El valor común de las ordenadas máximas contadas desde el 
diámetro está, pues, dado por la relación (reí.* 1 y 2) 



4 A 

y las precedentes ordenadas corresponden á una abscisa dada 
por la relación (2) 

, .x''—x' x'' + x' 

X = X* -\ t: = t: 



En la figura considerada, E es la mitad del segmento CD = 
= x^' — x\ Se tiene, pues, 

: 0E = OC + CE = a;- + — 7— • 

I ^ 



Por consiguiente, OE es la abscisa que corresponde á los valo- 
res máximos de Y, máximos en valor absoluto, que hemos simbo- 
lizado por Ym- Tomando, pues, á uno y á otro lado del diámetro, 
las ordenadas GH, GH' iguales á Ym, H y H' serán respectivamen- 
te los puntos de máxima y mínima ordenada, porque el valor 
( — Ym) es en realidad un mínimo. Si se tiran por los puntos H 
y H', las paralelas HJ, H'L al diámetro, la elipse estará situada 
en el interior del paralelogramo IJKL. 

Para x = OC = ce' y para x = OD = ce* \ Y = 0. Así se obtienen 
los puntos M y N en que la curva corta al diámetro. 

Si X crece de OC á OE; es decir de x' á "T^ > Y crece desde O 

hasta Ym = GH. Así se obtiene la porción H'MH de la curva. Si 

x' + ce" 
ce crece de OEáOD; es decir, de — ^ — á ce'', Y decrece desde 

Ym hasta 0. Así se obtiene la porción restante HNH' de la curva. 
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Demos á xdos valores equidistantes del punto E, OP y O Q, por 
ejemplo,. Poniendo PE = E Q = jfc, tendremos 

x = OQ = OE + EQ = ^^^^^ + A;. 
Substituyendo estos valores en la relación (1), se obtiene 
Yi = 4~^"' V ix" — x' — 2 k) (o;" — x' + 2k) = 



Yt = ^-~^ -^ (x" — x' + 2k) (.X" - X' — 2k) = 



= ^^lLA^'V^'""-^'^'-^*'- 



Se tiene, pues, Yi = Yg. Por consiguiente, si se toman en la fi- 
gura las magnitudes 

RS==RS' = Yi, TU = TU' =^ Yo 

resultará RS= TU = RS' = Tü', y los cuadriláteros SRTU, 
S'R'Tü serán paralelogramos, y por lo tanto, las rectas SU, RT, 
S'U' serán paralelas entre sí. Como, además, SF es igual á FU, 
puesto que por construcción PE es igual á EQ y las rectas SP, PE, 
ÜQ son paralelas, se deduce que la recta GH divide en partes 
iguales á un sistema de cuerdas paralelas; la recta GH es, pues, 
otro diámetro de la curva, y por ser esas cuerdas paralelas al otro 
diámetro AB, las rectas HH', AB, forman un sistema de diáme- 
tros conjugados. 

Por otra parte, los triángulos UGT, S'GR, son iguales, porque 
tienen 

GR = GT. TÜ=RS', GTÜ^GRS'. 
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Por consiguiente, los ángulos UGT, S*GR son iguales y Gü es 
igual á GS'. GS* es, pues, la prolongación de GU y el punto G di- 
vide á la cuerda US', que es una cuerda cualquiera, en dos partes 
iguales. En virtud de esta propiedad el punto G es el centro de 
la curva. 

64. Casos particulares — Estos casos corresponden á las di- 
ferentes formas de la ecuación incompleta del segundo grado. 
La ecuación del 29 grado es incompleta, cuando faltan uno ó va- 
rios términos, pero de modo que no disminuya de grado. El gra- 
do solo puede disminuir cuando faltan simultáneamente los tres 
términos del 29 grado. 

En la especie que discutimos, no pueden faltar ninguno de los 
términos Ay*, Cx*, porque entonces el binomio característico 
B^ — 4AC = ?n, se reduciría á la cantidad positiva B^. 

I — Si P = O, la ecuación del 29 grado 

Ay*' + Bxy + Ccc* 4- Di/ + Ecc = O, 

se satisface para los valores cc= O, y = O, que son las coordena- 
das del origen. El origen es entonces un punto de la elipse. En 
general, si la ecuación del segundo grado carece de término inde- 
pendiente, la curva que representa pasa por el origen. 

II.— Si D = E = O, la ecuación del segundo grado se reduce á la 
forma. 

Áy^' + Bxy + Cx^ + F = 0, 

y esta forma no cambia cuando se cambian simultáneamente los 
signos de las variables. Si la ecuación se satisface con el sistema 
de valores {x, y), se satisfará también con el sistema ( — ce, — y), 
cualesquiera que sean estos valores. La elipse está entonces re. 
ferida á su centro como origen. 

III. — Si se tiene B = D = E = O, la ecuación general se reduce 
á la forma. 

Ai/* + Cx' + F = 0. 

Para cada valor de x, hay dos valores de y iguales y de signos 
contrarios, y recíprocamente. El eje de las x divide, pues, en 
partea iguales á las cuerdas de la curva paralelas al eje de las y, 
é inversamente, el eje de las y divide en partes iguales á las cuer- 
das de la curva paralelas al eje de las x. Los ejes de coordenadas 



I 
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son'entonces dos diámetros conjagados, á modo de los diámetros 
AB, HH' de ]a elipse considerada en el número precedente. 

IV. —Si se tiene D = E == P = O, la ecuación del 29 grado se re- 
duce á la forma homogénea 

(1) Ai/* + Bxy + Cx'' = 0. 
Poniendo 

(2) ^=u 

é introduciendo este valor en la ecuación (1) 

A^ + B^4-C = 
ce* X 

se obtiene 

Aw* + Bw + C = 0. 

Resolviendo esta ecuación y poniendo por u su valor (2), re- 
sulta 



^ ^ -B± Vb^-4AC 
X 2A 

Como B* — 4 AC es negativo, la ecuación anterior representa 
dos rectas imaginarias. 

65. Circunferencia DE CÍRCULO. — La circunferencia de círcu- 
lo es una variedad de la elipse. En efecto, de la ecuación general 
de la circunferencia (n9 50, reí. 1) 

(x~ay + (y — hy+2(x-'a){y — b) cos^ — R^ = O, 

se deduce A = 1, C = 1, B == 2 cos<^, y, por consiguiente, 

B- — 4 AC = 4 cos-<í> — 4 = — 4 sen**, 

cantidad esencialmente negativa. Solo falta investigar en qué 
condiciones representa un círculo la ecuación general del segun- 
do grado. 

La investigación está basada en el siguiente lema, que es un 
teorema de Algebra. 



111 

66. Lema. — Para que dos ecuaciones del 2^ grado sean idénticas, 
es necesario y basta que los coeficientes de las mismas potencias de las 
vtmábles sean proporcionales- 

En efecto, sean \ 

, I Al/* + Bxí/+Ca;'^+Dí/ + Ea;+P = 0, 

i A'i/^ + B'xy + C'x* + D'2/ + YJx + F' = O, 

dos ecuaciones del 29 grado con dos variables. Para que sean 
idénticas; es decir, para que se satisfagan con los mismos valo- 
res áe xéy, cualesquiera que sean éstos, es necesario en primer 
lugar, que si se considera á y como función de x, las dos ecuacio- 
nes, ordenadas con respecto á y, tengan las mismas raíces, raíces 
que serán funciones de x. Designando por y^ é y% estas raíces, 
se tendrá, pues, 

Bx+D B\r4-D' 

y. + y.=—-^ = jr-^ 

Gx' + Ex + P G'x'' -f Wx + P 
1/11/. = X •■= A ' 

es decir, 

/B B'\ , D D' . 

Ia-a'J^+a-a^-^-^' 

/C C'\ , , /R E'\ , F F' - 

Ia-a'J^' + Ia-Á')'^ + á-a' = ^- 

Las precedentes relaciones tienen que subsistir, cualquiera 
que sea el valor de x- Por consiguiente, los coeficientes de las 
ofjismas potencias de x, tienen que ser nulos. Se tiene, pues, 

A A' 



-"■ S-i-o. 


A A' "• 


E E' F F' 
A A' • A A' 


= 0. 



De las precedentes igualdades, se deduce 
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ABC 


D E P 


A' B" C 


D' E' F' 



(2) 



Recíprocamente, si las anteriores razones se cumplen, designan- 
do por k el valor común de esas razones, se tendrá 

K^kA\ B = kB\ C = K3', D = /fD\ E = ArE', P = ZF. 

Substituyendo estos valores en la primera de las ecuaciones 
(1), se obtiene la segunda multiplicada por la cantidad constan- 
te /<:. 

67. Condiciones para qüe la ecuación general del segun- 
do GRADO REPRESENTE UN cfrCüLO.— Desarrollando y ordenan- 
do la ecuación de la circunferencia de círculo 

(x — «)* + {y — hY + 2 (ce — a) (y — &) eos* -R'==0, 

se obtiene 
íl) y^ + 2xy cos<l> + x* — 2(b-{- a cos*)j/ — 2(a + b cos*)a; + 
+ a* -\-b^ + 2abcos<l> — R^=0. 

Identificando esta ecuación con la general 

Ay^ + Bayy + Cx'' + By + iSúc + F =0, 
resulta (n9 66) 

(9^ A^ B _C_ -D ^ -E _ 

^^ 1 2cos<í> 1 2{b + acoi.i>) 2(a + bcos<f>) 



a' + b'' +2abcos<t> — K^' 

De las igualdades precedentes, se deduce 

(3) A = C, B = 2Acos*, 

D E 

(4) b + a cos<t> = — g-^y a+b cos<í» -= — g-^» 

F 



(5) a* + &* + 2 a&cos* ~ R* 



A 
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Lis relaciones (3) son las ecuacioaes de condición buscadas. Se 
pueden formular de este modo: Para que la ecuación general del^ 
grado represente una circunferencia de circulo, es necesario y basta 
que los coercientes de los cuadrados de las variables sean iguales^ y 
que el coeficiente del rectángulo de las variables sea igual al doble jyro ■ 
dudo del valor común de los precedentes coeficientes por el coseno del 
ángulo de los ejes. 

Las ecuaciones (4) sirven para determinar las coordenadas del 
centro. 

Por último, la ecuación (5) sirve para determinar el radio, lue- 
go que se hayan calculado las coordenadas del centro. 

Resolviendo las ecuaciones (4), se obtiene 



(6) a = ^r-K 2:1 (D cos<í> — E), & = ^-r ^ (E cos<#> — D). 

2Asen^<#> 2 A sen 9 



Substituyendo estos valores en la relación (5), se obtiene sim- 
plificando 



(7) R=^^j^^iD^^-2DKcos<l>)-l. 



Si las coordenadas son ortorgonales,^ se tiene ^ = -q, y las re- 
laciones (3), (6) y (7) se convierten en 



E D 

A = C, B = 0, « = -2A' ^ = ~2A' 






Geomafría Analftlcí— 8 
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68. Discusión de la especíe hipérbola.— En este caso se tie- 
ne B« — 4AC>0. 
I. Supondremos pri . 

meramente A >> 0. JJa 3'f /^ ^ | \/ Yy/^XS 

Sea (fig. 34) AB la 
recta representada 
por la ecuación 



i; = — 



B x+ D 
2A 



La ordenada con- 
tada desde el diáme- 




a C H 

tro tiene por expresión (n9 62, reí. 5) 



D t 



(1) 



Y = 2A Vr??aj' + nx + p, 



y la ordenada de un punto cualquiera de la curva estará dada por 
la relación 



Descomponiendo el trinomio en sus factores lineales, se ob- 
tiene 



(2) 



Y = YJ^s/m{x — x') {x — x''). 



Sean OC y OD las abscisas x^ y x''\ Para x = OC = o?' y para 
x = OT> = x'\ Y = 0. Así se obtienen los punto E y P, que son 
los de intersección de la curva con el diámetro AB. Entre las pa- 
ralelas CE, DP, no hay ningún punto de la curva, porque x solo 
puede recibir valores exteriores á las raíces a?', a;". Si o: varía de 
¿c" á + 00, Y crece desde O hasta + oo. Así se obtiene la rama infi- 
nita UPV de la hipérbola. 

Si X varía de O á — oo , Y crecerá de O á + oo. Así se obtiene la 
otra rama infinita Ü'EV de la curva. 

Para obtener los puntos de intersección de la curva con los 
ejes, se hará sucesivamente x = 0, i/ = O, en la ecuación general 
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A|/* + Bxy + Cx* + Dy + Ex + F=^0. 
Así se obtendrán las dos ecuaciones del 29 grado: 

que determinará las ordenadas de los puntos de intersección de 
la curva con el eje de las ce, y 

Ca;' ^-Ecc + F = 0, 

que determinará las abscisas de los propios puntos. 

Tomemos el punto H en la mitad de OD y los dos puntos a y & 
equidistantes de H. Poniendo Ha = ÍIb = k^ tendremos 

aj = Oa = OH - Ha = ^' t ^" — Ar, 



x = Ob = OB + m = ^^tS^ -t- k. 



Substituyendo en la relación (2), resulta 



^^=2a\^"^ i 



2A 






y, por consiguiente, Yi = Yg. Si, pues, se toman en la figura las 
magnitudes 

ih = ih' = Yi, jk = jk' = Y0, 

resultará ih = jk = ih^ =jk\ y los cuadriláteros iMj, ih'k^j, serán 
paralelogramos, y, por consiguiente las rectas A^^ ij, h'k\ serán 
paralelas entre sí. Como se tiene, además, hl = lki hU^ = Vk\ 
puesto que por construcción aH = Hb y las rectas ha, ZH, kb, son 
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paralelas, se deduce que la recta HG divide en partes ¡(guales á 
las cuerdas de la hipérbola paralelas á AB. En virtud de esta do- 
ble propiedad, la recta HG es un diámetro conjugado de AB. 

Por otra parte, los triángulos Gih\ Gjk, son iguales, porque se 
tiene 

ili=jk, íG = G/, h'iG = Gjl'. 

Por consiguiente, GA' es prolongación de GA; y, además, Gk = 
= Gh*. El punto G divide, pues, en partes iguales á las cuerdas 
de la curva que pasan por ese punto. En virtud de esta propie- 
dad, el punto G es el centro de la hipérbola. 

II. Si A = O, la ecuación 

mx^ + nx + p = 0, 

tiene sus rafees iguales, y el trinomio se reduce al cuadrado per- 
fecto m (ce — ícO*. Por consiguiente la ecuación 

Bíc 4- D . 1 / — Y-^ i 

V = 2X~ 2A "^^^ +nx + p, 

se reduce á 

B.r + D . Ta: — x')s/m 



(3) 



2A 2A 



que representa dos rectas reales que se cortan. 

Para determinar su punto de intersección, eliminemos á y res- 
tando ordenadamente las ecuaciones. Así obtendremos 

{x — ccQVm _ ^ 



y, por consiguiente, 

a; = x\ 



\ 
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Substituyendo en una de las relaciones (8), resulta 

Boj' + D 

que es también el valor de la ordenada del diámetro (D), repre- 
sentado por la ecuación 

BíB + D 
V que corresponde á la misma abscisa ce'. El punto de intersección 



(«'. ^^) 



délas rectas representadas por las ecuaciones (8), está, pues, si- 
tuado sobre el diámetro (D). 

III. Si A < o, las raíces íc', ce", son imaginarias, y, por consi- 
guiente, la ordenada 

Y = Y~i Vwicc^ + nx + p 

no se puede anular para ningún valor real de cu, y la hipérbola no 
corta al diámetro (n9 62). 

Para determinar el menor valor de la ordenada Y, valor que co- 
rresponde al menor valor del trinomio que figura en la anterior 
expresión, daremos á este trinomio la forma 



4 mp — n^ 



c^ + nx + p = mi X + ^^j 



4 m 



Ahora bien, por hipótesis, my ámp — n* son cantidades posi- 
tivas; el precedente trinomio es, pues, una suma de dos cantida- 
des esencialmente positivas: una de ellas variable y la otra cons- 
tante. Por consiguiente, su valor mínimo corresponde al valor 
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n 



x = — ^ — , que es el valor de la abscisa que anula á la parte va- 

¿ Til 



riable m 
es, pues 



i'^rJ 



del indicado trinomio. El valor minimo de Y 



Tomemos (fig. 35) 
una abscisa OC = 

== — X — y las magni 

tudes GH, GH' iguales 
á Ym. Los puntos H y 
H' son los que corres- 
ponden á las ordena- 
das mínimas contadas 
desde el diámetro, mí- 
nimas en valor abso- 
luto. 



_ _1_ / 4 mp — n^ 

2A\ 4m 



J^iJ 3S 




n 



Si X varía de OC = — r — á +- oo , Y crece de Ym á + oo . Así se 

obtienen las porciones Hü y H'ü' de la curva. Si ce varía de 00 
á — 00, Y crece de Y á + oo. Así se obtienen las porciones res- 
tantes HV, H'V' de la curva. 

Tomemos los puntos a y h equidistantes de C y pongamos 
aC = Cb = k,y se tendrá 



n 



a^ =: Oa ^ 00 + aO = — ¿T" + ^» 



oj = 0& = 00 — C& = — ¡^ — A;. 

zm 



Substituyendo estos valores en la relación 



^-ÍaM'^ÍíJ + 



4 mp — n^ 
4m 



resulta 



^^=2^V 
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mk + ;;, =,12. 

4m 



Por consiguiente» las cuatro ordenadas ,;Z, jV ik, ife\ queco- 
rresponden á las indicadas abscisas, son iguales entre si. Luego 
los cuadriláteros ijkl, ijkT son paralelogramos, y las tres rec- 
tas kl, ij, kl\ son paralelas entre sí. Como se tiene, además, 
hr = r¿, fcV' = r^V, por ser iguales los segmentos C&, Cor, y ser 
las ordenadas paralelas, se deduce que la recta 6H divide en par 
tes iguales alas cuerdas paralelas á AB. GH es, pues, otro diá- 
metro de la hipérbola y las rectas GH, AB, forman un sistema 
de diámetros conjugados. 

Por otra parte, los triángulos G O', GiA;', son iguales, porque 
tienen 

iG = G/. ik' = jU G¿k' = Gji. 

G/c* es, pues, la prolongación de GZ, y se tiene, además, GA:' = 
= GZ. El punto G divide, pues, en partes iguales á todas las cuer- 
das de la curva que pasan por ese punto. En virtud de esta pro- 
piedad, G es el centro de la hipérbola. 

Los puntos de intersección de la curva con los ejes, se deter- 
minan como anteriormente. 

69. Casos particulares. — I. — Si P = O, la hipérbola pasa por 
el origen (nP 64, 1er. caso). 

II. Si D = E = O, la ecuación general se reduce á 

Ay^ + Bxy + Cx'' ■|-F = 0, 

y representa una hipérbola referida á su centro como origen 
(n9 64, 29 caso). 

III. Si se tiene B = D = E = O, la ecuación general se redu 
cea 

Al/" H- Cx^ + P = O, 
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y representa una hipérbola referida á dos diámetros conjuntados 
(o9 64. 3er. caso). 

TV. Si se tiene D = E = F = O, la ecuación general se reduce 
á la ecuación homogénea 

Ay^ + Bxy + Gx^ = 0. 
De la precedente ecuación de deduce (n^ 64, 49 caso) 



— B^ VB^ — 4AC 

^= 2A "" 

Como B' — 4 AC es, por hipótesis, mayor que cero, la prece- 
dente ecuación representa dos rectas reales que pasan por el 
origen. 

V. Si se tiene A = O, la ecuación general se reduce á 

(1) Ba?i/ + Cx* + Di/ + Ex + F = O, 

y se puede resolver con respecto á x, pero es más sencillo resol- 
verla con respecto á y, porque relativamente á esta variable es 
una ecuación del primer grado. 
Despejando á ^ se obtiene 

<2) y- Ba. + D * 

Efectuando la división del trinomio — (Cíc* + Eb? + F) por el 
binomio Bíc + D, se obtiene por cociente otro binomio del primer 
grado en x, que simbolizaremos por Mx + N y una resta R, que 
puede ser nula. Supondremos primeramente que R es diferente 
de cero, y pondremos, por consiguiente, 

(3) — iCx^ + Ex + F) = (Bx + D) (Mx +■ N) + R. 
Substituyendo en la relación (2), se obtiene 

(4) ^ = Mx + N + ^ 



Bx+ D 
Pondremos 



(5) 
(6) 
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1/ = Mx + N, 

R 
Bx+B' 



u== 



u puede ser una cantidad positiva ó negativa. 
Substituyendo en la relación (4), resulta 

Como la ecuación (5) define una recta (D), la ecuación prece- 
dente expresa, que para obtener la ordenada de la curva que co- 
rresponde á determinada abscisa, es necesario agregar ó quitar 
á la ordenada de la recta (D), el valor correspondiente de u- u es 
U ordenada contada desde la recta (D), pero solo en determinado 
sentido: en el sentido de las y positivas, si u es positiva, y en el 
sentido contrario, si u es negativa. 
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Sea (fig. 36) AB la recta (D) representada por ]a ecuación (5) 

R 

Cuando x varía de O á + ao, w decrece de rr á O, pues suponemos 

que B y D son positivos y que R es positiva. Tomemos la magni- 

R 
tud PE igual á ^. En el intervalo considerado, u decrece desde 

PE hasta O al crecer x. Así se obtiene la porción Eü de la hipér- 
bola, porción que encuentra á la recta AB en el infinito, porque 
cuando x tiende hacia el infinito, la ordenada y de la hipérbola 
tiende hacia la ordenada 17 de la recta AB. Las rectas que encuen- 
tran en el infinito á una rama infinita de curva, se denominan ashx- 
totas rectilíneas 6 simplemente asíntotas- La recta AB es una asín- 
tota de la hipérbola. 

Veamos cómo varía u cuando x recibe valores negativos. Para 
poner de manifiesto el signo, hagamos x= — a;' en la expresión 
(6), y tendremos 



(7) u= ^ ^ 



D ^ Bx^ g 



(i--) 



u será positiva para valores de x' menores que :5' y negativa, pa- 

r> 

ra valores de x^ mayores que :^- 

Además, al ¡cambiar de signo w, pasa por el infinito, pues 

cuando a:' tiende hacia t=, u tiende hacia el infinito. Tomémosla 

magnitud OC igual á 15 en el sentido de las x negativas. Cuando 

x' crece de O á OC, u crece de FE á + c». Así se obtiene la por- 
ción EV de la curva, que completa la primera rama. Como para 

£c' = - , w, y, por consiguiente y, es infinito, la porción EV de la 
r> 

curva encuentra en el infinito á la recta CD que tiene por ecua- 
ción 
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Esta recta, paralela al eje de las y, es otra asíntota de la rama 
que completamos. 

Si a?' varía de OC &+ ^, u será negativa y variará de — Qo á 
0. Así se obtiene la otra rama U'E'V de la hipérbola. Como para 

x= — ~, resulta u = — oo , y para ce = — Qo , resulta w = O, se 
o 

deduce que las rectas CD, AB, encuentran en el infinito á la se- 
gunda rama de la hipérbola; son también asíntotas de esta rama. 
En suma, las rectas representadas por las ecuaciones 

y = 'Mx + 'N, x = — — y 

son las asíntotas de la hipérbola considerada. 

Para individualizar la rama que estudiamos, daremos á o;' un 
valor OH un poco mayor que OC, y sea g E' el valor correspon- 
diente de u, Al variar ce' de OH al infinito, u decrecerá de gE\ á O, 
y así obtendremos la porción E'ü' de la rama. Cuando ce' decrezca 
de OH á OC, u decrecerá de gE' á — co, y así obtendremos la se- 
gunda por<5Íóa E'V de la rama. 

De la misma manera se discutirán las hipérbolas que la ecua- 
ción propuesta representa, cuando B, D y R no tengan los signos . 
supuestos. 

Si la resta R fuese nula, la relación (3) se reduciría á 

— {Gx^ + Ecc + P) = (Ba; + D) {Mx + N). 

Introduciendo este valor en la ecuación propuesta 

(Bcc + D) 1/ -^ (Gx^ + Ex + P) =-' O, 

se obtiene 

(Bx + D)i/ — (Bcc + D) (Mx + N) = 0; 
es decir 

(Bcc+D) (i/ — Mx — N) = 0, 

ecuación que se satisface poniendo 
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Boj + D = O ó bien 1/ — Míc — N = O, 

que son las ecuaciones de dos rectas que se cortan. 

La hipérbola se reduce, pues, en este caso, á dos rectas rea* 
les que se cortan. 

VI. Si se tiene C = O, se analizará este caso como el anterior, 
resolviendo con respecto á 05 la ecuación 

Ay* + Bxy +Dy+Ex + F = 0. 

VII. Si se tiene A = C = O, la ecuación general se reduce á 

(8) Bxy+By + Eaj + P = 0. 

Este caso se analizará como el V. Solo haremos una observa- 
ción. Resolviendo la precedente ecuación con respecto á y, se ob- 
tiene 

^"" Bx+B 

E 

El cociente indicado es'independiente de a? é iguala — -• Sepue- 

de, pues, escribir en el caso general 

E . R 



designando por R la resta de la división efectuada. 
La ecuación. 

y = Ma: + IT 

ha sido, pues, reemplazada por la ecuación 

E 

y=-B 

Por consiguiente, la ecuaciones de las asíntotas serán 
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(9) y=-B' ^="1 



que son las ecuaciones de dos rectas paralelas á los ejes coorde- 
nados. 
Si se tiene además, D = E = O, la ecuación (8) se reduce á 

(10) Bxi/ + F = 0, 

y las ecuaciones (9) de las asíntotas revisten las formas 

1/ = O, x = 0, 

que son las ecuaciones de los ejes. 

Por consiguiente, la ecuación (10) representa una hipárbola 
referida á sus asíntotas; lo que quiere decir, que los ejes coorde- 
nados coinciden con las asíntotas de la hipérbola. 

70. Discusión de la especie parábola. —Si m = O, la ecua- 
ción general en su forma explícita (n9 62, reí. 3) 
se reduce á 

La ordenada contada desde el diámetro tiene por valor 

(2) ^ = Fa "^''^ + ^ 

Para estudiar metódicamente las condiciones de realidad de 
esta ordenada, distinguiremos tres casos: 

P>0, 

1er. caso 7i > O -^ p = O, 

P<0. 
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Sea(fig.37)AB 
el diámetro re- 
presentado por la 
ecuación 

Bx+D 



''"" 2A 

Si se tiene n>0 
y p >0, para que 
la ordenada Y sea 
real, es menester 
que se tenga 

nx+ p> O, 




y por consiguiente, 



n 



Los valores de x que satisfacen á esta esta desigualdad, son los 

P 
valores negativos comprendidos entre y O y todos los valo- 
res positivos; X puede, pues, variar desde hasta + oo, y la 

ordenada Y crecerá entonces desde cero hasta el infinito. Así se 
obtiene la curva ÜEV. En la figura se ha tomado la magnitud 

oc = -e- 

n 
Si se tiene n > O, p= O, la ordenada Y tiene por expresión (2) 



Y = 2^ Vnx. 



X puede, pues, recibir todos los valores positivos y ningún va- 
lor negativo. Al crecer a; de O á -{- co, Y crece de cero al infinito. 
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Así se obtiene la curva U'E'V. El punto en que la parábola corta 
al diámetro, está en el eje de las y. 

Si se tiene n > O, p < O, la ordenada Y tiene por expresión (2), 



Y = g-^ Vwa? + p. 



Para que la ordenada Y sea real, es necesario que se tenga 

n 

Como I — — j es una cantidad positiva, ningún valor negativo sa- 
tisface á la precedente desigualdad; solo queda satisfecha por to- 
dos los valores positivos mayores que í 1 Al crecer x de í — -| 

á+ 00, Y aumenta de cero al infinito. Así se obtiene la curva 

U"E"V". En la figura se ha tomado 00" = — 2. 

n 

(p>0, 

29 caso n = 0<p=0, 

{p<0. 

Si se tiene 7i = O, p > O, la ecuación (1) se reduce á 






ecuación que representa dos rectas paralelas reales. 
Si se tiene ti = O, 7) = O, se tienen entonces las relaciones 

(4) B^=4A0, BD = 2AE. D^ = 4AP, 
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que resultan de substituir los precedentes valores en las relacio- 
nes conocidas (n9 62, rel.^ 2) 

rw = B*— 4AC, n = 2(BD — 2AE), p=D' -4AF. 

Multiplicando ordenadamente la primera de las relaciones (4) 
por la tercera y substituyendo por BD el valor que da la segun- 
da, se obtiene 

16A'CP = 4A•E^ 

y simplificando, resulta 

(5) E* = 4CF. 

Substituyendo en la ecuación general del 2^ grado 
Al/* + Bxy + Cx^ + Dy+Ex + F=0, 
por B, D, E sus valores (4) y (5) 

B = 2VAC;^ D=2VAP; E = 2VCF, 
se obtiene transformando 

(6) (i/ Va + X Ve? + 2(1/ Va + x Ve; Vp + P = o. 

Poniendo para abreviar 

(7) y Va + t Ve = u 

en la precedente ecuación, se obtiene la ecuación del 29 grado 

(8) u^ + 2 Vp m + p --=- 0. 

El binomio característico tiene por expresión 

&2_-4ac = 4P — 4P = 0. 

Por consiguiente, la ecuación (8) tiene sus raíces iguales y su 
valor común está dado por la relación 

(9) u = — Vp. 

Pero la ecuación (8) es otra forma de la ecuación (6). Así pues, 
la ecuación (6), que es otra forma de la ecuación general del 29 
grado, tiene sus raíces iguales y su valor común está dado por la 
relación (7) y (9) 
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yf'A + xVC^ — v'F, 

y representa por lo tanto dos rectas coincidentes. 

Por consiguiente, si. se tiene n = O, p= O, m = O, la ecuación 
general del segundo grado representa dos rectas coincidentes. 

ÍP>0, 

3er. caso: n <C O < p = O, 

ip<0. 

Si se tiene n < O, p>0, la ordenada Y tiene por expresión, 
poniendo de manifiesto los signos (2) 



Los valores de Y serán reales si se tiene 

— nx-r p > O, 



y, por consiguiente, 



n 



Los valores de x que satisfacen á la precedente desigualdad 
son los positivos * 

comprendidos en- i/\U*n 

tre O y ^ y todos los 
n 

negativos. Aldecre' 
cer X en valor efec- 
tivo de ^ á — oo , Y 
n 

crece de cero al in- 
finito. Así se obtie- 
ne (fíg. 88) la pará- 
bola U E V. En la 
figura se ba tomado 

00= e 

n 

BMafiría Aiamita-I 
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Si se tiene n < O, p = O, la ordenada Y tiene por expresión po- 
niendo de manítiesto el signo, 



X no puede recibir ningún valor positivo, pero puede recibir to- 
dos los valores negativos. Al decrecer x en valor efectivo de O á 
— oD, Y crece de cero al infinito. Así se obtiene la parábola 
Ü'E'V. 

Por último, si se tiene ?i < O, p < O, la ordenada Y tendrá por 
expresión, poniendo de manifiesto los signos. 



1 



Y = ^V—nx — p. 



Para que los valores de Y sean reales, es necesario que se 
tenga 

— nx — %> > O, 
y, por consiguiente, 

n 

X no puede, pues, recibir ningún valor positivo. 

Solo puede recibir valores negativos de — ^á — oo. 

n 

Al decrecer x en valor efectivo de — - á — oo, Y crece de ce- 

n 

ro al infinito. Así se obtiene la curva U"E" V '. En la figura se ha 

tomado 00" = — £• 
n 

71. Oasos particulares, i. — Si P = O, la parábola pasa por el 

origen (núm. 64, 1er. caso). 

II. Si D = E = O, la ecuación general se reduce á 
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Ay^ + Bí»i/ + Gx^ + F = 0. 
Ahora bien, se tiene, por hipótesis, 

B*— 4AC = 0. 

Substituyendo en la precedente ecuación el valor de B sacado 
de esta Igualdad, resulta 

Al/* + 2 V AC xy + Cx' + ¥ = 0. 

Los tres primeros términos de esta relación forman un cuadra- 
do perfecto: el cuadrado de la expresión 

y Va -h X Ve 

Indicando la elevación y transladando, se obtiene 

(l/ V A + í» Vcf = — P. 
Extrayendo raíz, resulta 



(1) 1/ VA4-a; VC=± V — P, 

ecuación que representa dos rectas paralelas, reales ó imagina- 
rias. 

Si además se tiene P = O, la ecuación general se reduce á la for- 
ma homogénea 

Al/* + Bxy -f Cx^ = O, 
y la ecuación (1) de las dos rectas paralelas se reduce á 

y ^/A + x VC = 0. 

Las dos rectas paralelas se confunden entonces en una sola rec- 
ta que pasa por el origen. 

III. La ecuación del segundo grado, en el caso de la parábola, 
no se puede reducir á la forma 
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Ay^ + Caj» + P = 0. 

En efecto, si B es nulo, la ecuación de condición 

B»-4AC = 0, 

exige que A 6 C sean nulos. Supondremos B = O, C = O, D = 
== E = 0. La ecuación general se reduce en este caso á 

Al/* + P = O, 

y representa dos rectas, reales ó imaginarias, paralelas al eje de 
las X. 

IV. Si se tiene B = C = D -"= O, la ecuación general se redu- 
ce á 

Al/* -h Eo; + P = 0. 

Para cada valor de x, hay dos valores de y iguales y de signos 
contrarios; el eje de las x divide, pues, en partes iguales á las cuer- 
das de la curva paralelas al eje de las y\ es un diámetro de la cur- 
va, y la ordenada contada desde el diámetro se confunde con la 
ordenada de la curva. Esta ordenada tiene por expresión 



^ / E P 



y el caso particular que se discute queda reducido al caso ge- 
neral. 
V. Si se tiene A = B = O, la ecuación general se reduce á 

Cíc' + Di/ + Ex + P = O, 

ecuación que es del primer grado con relación á y* 
Resolviéndola, se obtiene 

■ (2) , = _Ce1±Ex + F. 



) 
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Pongamos para abreviar 

D ^' D^ • D"~^' 

y tendremos (2) 

(3) 1/ == a 05* + & a; + c. 
Sean x\ a?", las rafees de la ecuación 

(4) aír*+&ír + c = a 

Descomponiendo en sus factores lineales el trinomio que figura 
en la ecuación (3), resulta 

(5) i/ = a(a; — ccOCaj — ce")- 

Supondremos primeramente que las raíces x\ x^\ sean reales 
y desiguales. 

Si se tiene a > O, para valores de x interiores á las raíces, y es 
negativa y como para oj = o?' y para x = x^\ resulta j/ = O, se de- 
duce que y crece primero y después decrece en valor absoluto y 
pasa en consecuencia por un máximo. Para determinar el valor 
máximo de y^ máximo en valor absoluto, escribiremos de este mo- 
do la relación (5) 

1/ = — a Qc — íc') (x^^ — 03). 

La ordenada considerada será máxima cuando lo sea el produc- 
to {x — xO (»" -^ ce), que contituye la parte variable del valor de 
la ordenada y* El anterior producto está formado por dos facto- 
res cuya suma es la cantidad constante (o:'' — x')» El máximo acon- 
tecerá, pues, cuando se tenga 

(6) x-x' = x''--x==^''^^' 



2 • 
La ordenada máxima ym tiene en consecuencia por valor (5) 



184 



(7) 



l/m = — ja(a;'' — ícO^ 



y en valor efectivo en realidad un mínimo. 

Sean (fig. 39) OA 
y OB las abscisas 
03* y x'\ se supone 
íc' < x*\ La ordena" 
da máxima i/m co' 
rrespondeóunaabs- 
cisa Xt dada por la 
relación 

(8) xt = x' + 



X" 


— 


X 


+ 


2 




X' 


' + 


x" 




" 2 

Si, pues, se toma el punto E en la mitad del segmento AB = 
= x'^ — x\ OE será igual &Xi, y sea EG el valor de la ordenada 
máxima ym» Al crecer xáe x^ = OA á rci = OE, y crece de O á 
ÉG, y al seguir creciendo x de Xt á x" = OB, y decrece de "EG á 
O* Así se obtiene la porción A6B de la parábola. 

Para valores exteriores á las raíces y (5) es positiva. Si x cre- 
ce de ce" á + Qo, y crece de O á + oo. Así se obtiene la porción 
indefinida BU de la parábola. 

Si X decrece de x^ &0,y crece de O á OL = a ce' ¿c". Así se ob- 
tiene la porción AL de la curva. Si x decrece en valor efectivo de 
O á — 00, y crece de OL á + Qo. Así se obtiene la porción indefí* 
ni4a LV de la curva. 

La recta GH es un diámetro de la parábola; divide en partes 
iguales á las cuerdas paralelas al eje de las x. En efecto, sean 
O y D dos puntos equidistantes de E y pongamos EC = ED = k. 
Las abscisas 00, OD, tendrán por valorea (8) 



00 = OE - CE = £l±^' _ jc^ 



> 
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OD = OE + ED = g + k, 



y las ordenadas correspondientes ITO, MD, estarán dadas por las 
relaciones (5) 



NC = o 



jfca_fczL^|, MD = o 



^,_(*l-^»i 



y, por consiguiente, NE = MD. El cuadrilátero NMDC es, pues, 
un paralelograroo. Como las rectas NM y CD son paralelas, lo 

' propio que las ordenadas NC, PE, MD, los cuadriláteros NPEC, 

PEDM, son también paralelogramos. Mas se tiene por construc- 
ción CE= ED, y, por consiguiente, NP = PM. La recta GHes, 
pues, un diámetro de la parábola. 

Si se tiene a <C O, se procederá de la misma manera. Como en 
este caso la ordenada de la curva es positiva para valores de o? 
interiores á las raíces y negativa para valores exteriores, lapará- 

r bola resultaría invertida: la parte que corresponde á AGB (fig. 39) 

estará en la región en que las ordenadas son positivas y las por- 
ciones indefinidas Bü, AV, estarán en la región en que las orde- 
nadas son negativas. 

Si las raíces ¿c', x", son reales é iguales, la ecuación (5) déla 
curva reviste la forma 

y = a {x — ícO*, 



y que se discutirá como la general. En este caso, los dos puntos 
de intersección A y B de la curva con el eje de las x se confunden 
en uno solo (fig. 40).. 
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Por último, si las 
raíces x\ x*\ son ima- 
ginarias, la ordenada 
y de la curva no se po- 
drá anular por ningún 
valor real de ce. De- 
terminemos la orde- 
nada mínima ^m* La 
ecuación (3) de la cur- 
va se puede escribir 
de este modo 



-P¿^. í^ 




y=a[ X + Q- H r— 

\ 2 a/ 4 a 



-6* 



y como, por hipótesis, áac — 6' es positiva, y será mínima cuan- 
do se tenga 



"' = ^^=-2^' 



y el valor mínimo de y tendrá por expresión 



ym = 



áac—b^ 



4a 



Esta expresión es 3iempre un mínimo en valor absoluto, pero 
si a fuese negativo, el valor efectivo de ym sería un máximo, 'gor- 
que entonces y sería una cantidad esencialmente negativa. 
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Sea (fig. 41) Gel 
punto que tiene por 
coordenadas (¿Ti, ^m)* 
Si X crece de x^ &7^\J 41 
+ 00 , y crece de EG 
á + 00, Así se ob- 
tiene la porción ilimi- 
mitada GU de la pa- 
rábola. Si X decrece 
en valor efectivo de 
xi á — Qo, y crece de 
EGá+ 00. Así se ob- 
tiene la porción res- 
tante GV de la curva. 

Es fácil demostrar, como anteriormente, que la recta CE es un 
diámetro de la curva. 

Si a fuese negativo, la parábola estaría situada en la región de 
las V negativas. 
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CApnruLO II. 



TANGENTES Y ASÍNTOTAS EN LAS LINEAS DEL 
SEGUNDO OBDEN. 



72. Definición de la tangente; a una curva. — La tangente á 
una curva es la posidán limite de una secante de la curva i^uando los 
dos puntos de intersección de la secante se tienden á confundir en uno 
solo; en otros téi'minos^ la tangente á una curva es la recta que poAa 
por dos puntos de la curva infinitamente cercanos» 

73. Expresión del coeficiente angular de la tangente A 
üNACüRVA.— Sean M'(a;', y'\ M*'(jc", y''), dos puntos de la cur- 
va considerada y H-él coeficiente ang^ular de la tangente. Dicho 
se está que solo consideramos curvas planas. El coeficiente an- 
gular de la secante M'M" tiene por expresión 

x' — x'' 

Cuando las diferencias (|/' — y'Oi (jx' — aj'O, tiendan simultá- 
neamente hacia cero, la secante M'M" toma una posición límite 
MT que es, por definición, la tangente á la curva, y como el coe- 
ficiente angular de la secante M'M" en su posición límite, tiene por 
expresión 













lím. 


y'- 

x'- 


-x"' 


se deduce 


que 


se 


tiene 










(1) 








/* 


="-:;:- 


— y 

— X 
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74. Ecuación de la tangente A una curva.— La ecuación de 
la tangente es la de una recta que paáa por un punto dado M'Co?', 
vOf que es el de contacto. Ahora bien, la ecuación de una recta 
que pasa por un punto dado, tiene por expresión. 

A{y — vO + B(x — x') = 0, 



y como el coeficiente angular de la recta representada por la 
ecuación precedente es •— j> se deduce que la ecuación. 



(1) 1/ — !/' = /* fa; — ícO 

es la de la tangente. 
75. Ecuación general de la tangente A una curva del 

SEGUNDO ORDEN.— Sea 

(1) /(oj. y) = Ay^ + Bxy + Cx^ + J)y + Ex + F = o/ 

la ecuación de una curva cualquiera del segundo orden. Expre 
sando analíticamente que los puntos M'Cx', i/'), M''(íc", y"), es- 
tán en la curva considerada, se tendrá 



f Ay'^ + Bxy + Cx^ + Di/' + Eíc' + F = O, 
^ ^ I Al/"" + Bx'V + Caj»'* + Di/" + Ex' + F = 0. 



Restando las precedentes ecuaciones, se obtiene 

(8) A(í/'* - 1/»'») + B^xy - x'^') + Cix^ - cr"») + D(y - y^ O +. 

+ E{x' — x'O = 0. 

Por otra parte, se tiene la identidad 
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icV - «V = <b' (V - y') + x'y" - x"y" = x'(»' - y") + 
+ y"{x'—x"). 

Substituyendo esta expresión en la relación (8), descomponien- 
do las diferencias de cuadrados y sacando factores comunes, se 
obtiene 

(y' — y") [A (y' + y") + Bx' + I>] + (»' — x") [O (a;' + x") + 
+ Bi/"+E] = 0. 

y, por consiguiente, 

y' — y" _^ C (a;' + a;") + By" + E 
x' — x" A iy' + y") + Ba;' + d" 

Haciendo tendera;" hacia x' é y" bacía y', se obtiene el valor del 
coeficiente angular m de la tangente (núm. 73, reí. 1) 



u - Hm y' -y" ^ 2Ca!' + By'4-E 
'^-""•V-a;" 2Ay> + Bx'+-D 



Substituyendo este valor en la ecuación de la tangente (núm . 74, 
reí. 1) 

y — y' = i^ix — x'), 
resulta 



/A\ . 2 Cx' + By' + E r... ,s 



que es la ecuación general de la tangente á las curvas del segun- 
do orden. 



) 
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Quitando el denominador de la ecuación (4) y efectuando las 
operaciones indicadas, se obtiene 

(2Ai/' + Bx' + D)y + C2Ca;' + By' + E)x=-2Ay'^ + 2Bír'i/' + 
+ 2Cx'^ + T)y' + Ex\ 

Mas de la primera de las ecuaciones (2), se deduce 
Ay'^ + Bx'y' + Cx'^ = — Dy' — Ea;' — P. 



Substituyendo en la precedente relación y reduciendo, re- 
sulta 



{2Ay' + Bx' + -D)y + (2Cír' + By' + E)x +W + Ex' + 

+ 2P = 0, 

que es la ecuación simplificada de la tangente á las curvas del se- 
gundo orden. 

76. Tangente A una curva del segundo orden tirada por 
UN PUNTO exterior.— Sea M(¿ci, i/i) el punto exterior y 

(1) /(a?, 1/; = O, 

la ecuación de una curva cualquiera del segundo orden. Como 
el punto M(a?i, |/i) está en la tangente á la curva, sus coordena- 
das verificarán la ecuación de esta tangente. Se tiene, pues (nú- 
mero 75, reí. 6), . 

(2) (2 Al/' + Cx' + D)í/i + (2Cíc' ^iBy' + E)xt + W + 

+ Ea;' + 2P=0, 
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y como el punto de contacto M'Ccc', ?/') está en la curva conside- 
rada, se tendrá la relación (1) 

(8) Ax\ yO = 0. 

Las ecuaciones (2) y (8) permiten determinar las coordenadas 
desconocidas del punto de contacto M'(íc*, i/O. 

C(»mo la ecuación (2) es lineal con respecto ékx^ éy' si se elimi- 
na á ?/' entre las ecuaciones (2) y (8), la ecuación resultante será 
del 29 grado en x\ y, por consiguiente, se obtendrán dos puntos 
de contacto, reales ó imaginarios. 

El orden de una curva plana se estima por el número de puntos 
de intersección que determina en la curva una secante cualquie- 
ra, y la clase de una curva plana se estima por el númuro de tan- 
gentes que se puede tirar á lá curva por un punto exterior. Por 
consiguiente, las curvas del segundo grado son del segundo or- 
den y de la segunda clase. 

77. Solución grXpica del problema de las tangentes ti- 
radas Á UNA CURVA DEL SEGUNDO ORDEN POR UN PUNTO EXTE- 
RIOR. — La ecuación 

(1) (2Ai/ + Ba; + D)yi + (2Cíc + Bi/ + E)flCi + Di/ + Eíc + 

4-2F = 0, 

es una ecuación del primer grado con respecto á las coordenadas 
variables (x, y)- Define, pues, una línea recta (D), y la ecuación (2) 
del núm. 76, expresa que los puntos de contacto de las tangentes 
consideradas, están en la recta (D). Esta recta que pasa por los 
puntos de contacto de las tangentes, es la cuerda de loa contactos 
ó la polar del punto M. Este punto á su vez se denomina polo» 

La polar siempre existe, aun cuando las tangentes son imagi- 
narias. 

La polar, representada por la ecuación (1), es una recta que se 
puede construir fácilmente. Construyendo la curva representa- 
da por la ecuación 

f{x, y) = 6, 
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y ]a polar (D), los puntos de intersección de la polar con la curva 
mencionada, serán los de contacto. Uniendo estos puntos con el 
punto exterior dado, se tendrán las tangentes pedidas. 

78. DEFINiaÓN DR LASl ASÍNTOTAS RECTILÍNEAS.— iSfe dice que 

una recta es asíntota de una curva cuando se acerca incesantemente á 
la curva, pero sin llegar jamás á cooptarla ni á tocarla. En otros tér- 
minos, una recta es asíntota de una curva cuando al moverse un pun- 
to sobre la curva, la distancia del punto á la recta disminuye sin cesar 
y tiende hada cero cuando el punto considerado se aleja hasta el in- 
ñnito. 

Sean (fig. 42) UV una ra- 
mainfinita'decurva,ABuna 
asíntota rectilínea, m {x, y) 
un punto cualquiera de esa 
rama y i3 el ángulo que for- 
ma la asíntota con el eje 
de las i/. La abscisa Oa = 
- X, tiende hacia el infini- 
to cuando el punto m, sin 
abandonar la curva, se ale- 
ja hasta el infinito; pero 
entonces, por definición, la 
distancia wd = 5 tiende ha- 
cia cero. Se tiene, pues, la relación que caracteriza á una asín- 
tota 

lim 8 = para x = oo . 

Ahora bien, si v es la ordenada ac de la asíntota AB que corres- 
ponde á la abscisa Ott = x, el triángulo rectángulo mcd da la rela- 
ción 




md = me senmcíí, 



6 bien 



S = (l/ -^ i7).sen A 
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Como sen P es una cantidad constante, el limite de ^ es igual 
al límite de {y — v) multiplicado por esa constante. Si, pues, se 
tiene 

lim8 = para íc=qo, 
se tendrá necesariamente 

(1) lim (y — v) = para ce = Qo . 

Sobreestá relación fundamental i nos apoyaremos para encon- 
trar las ecuaciones de las asíntotas de las curvas del segundo 
orden. 

79. Determinación de las EcaACiONES de las asíntotas de 
LAS CORVAS DEL SEGUNDO ORDEN. — La ecuación general del se- 
gundo grado es, en su forma explícita (núm. 62, reí. 3), 



Bx±D. 1 / — ¿-T- 1 

y = — 2'A 2Á +nx + p. 



Mas se tiene 



KH, \ 4 VH/Ú ~~~- 71/ 

Substituyendo en la relación precedente y poniendo para abre- 
viar 



(1) 


z m 


4mp — n* 
4m^ 


se obtiene 







Bx + D. 1 ^/-TFTTr 



relación que se puede escribir así 
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(2) « = _ B^+P ± 52ÍE 

^ ' ^ 2A 2A 



(-.^) 



El término general del binomio que figura en la anterior ecua- 
ción, tiene por expresión 

, (i)(-i)(-i)-(-M . 

T — 1. 2. 3 n ■ s?» ' 

es decir 

(3) T = (-1)-^ 1- 1.3....C2n-3) . 1^ . 
''^' ^ ^ ^^ 2. 4. 6 2n 2=^ 

Desarrollando el segundo miembro de la ecuación (2), se obtie- 
ne, pues, 

(4)1/ = 2Á--^Arl^+2.--8?" + Í6^----j- 

Pongamos 

Ba; + D . z\'m 



(5) 17 = - 



2A 2A ' 



^^^ ^=l2?~8 7 + Í67~ j"2A • 

Por medio de las relaciones (5) y (6), la (4) se muda en 

(7) y-i,= d=U, 

y si en la relación (5) se pone por z su valor (1), resulta 

^^) ''=--2Á--2Ál^+2^r'"- 



GiORiitrii Analítica— 10 
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Simbolizaremos por U' la serie que se obtiene tomando positi- 
vamente todos los términos de la serie (6). Tendremos entonces, 
designando por A* el valor absoluto de A, 



^ \ 2 z» + 8 z* ' 16 2« + / 



z]£»t 
2A 



ó bien poniendo 

W ^-2 22^8 z* ' 16z« + 

zVm 



(10) U' = S 



2a 



La serie (9) es, por hipótesis, una serie de términos positivos y 
los coeñcientes numéricos de sus diferentes términos son todos 
menores que la unidad, como lo prueba perentoriamente la ex- 
presión del termino general de esa serie (3) 

^ ^ 1. 1. 3 ., ..(2n — 3) h^ 
2. 4. 6 2n «2n • 

Los factores del numerador del coeficiente numérico del valor 
de T', son respectivamente menores que los factores correspon- 
dientes del denominador. Se tiene, por consiguiente, 

1. 1- 3 (271 — 3) ^ 

2. 4. 6.........271 "^ 

De la precedente desigualdad se deduce 

1. 1. 3 (2n — S) Ji^ h"^ 

2. 4. 6 2n 22n< jg2n> 

y, por consiguiente (9) 



\ 
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(11) s<^ + v + V+ 

Para valores de z un poco considerables, la fracción -^ es menor 

que la unidad, y la serie que figura en la anterior expresión es 
una progresión geométrica decreciente. Ahora bien, este supues- 
to se realiza necesariamente al crecer x y por consiguiente (1) «, 
sin límites. Se tiene pues la relación 





N 


A' ft'2 h' 


é 


«2 + a* + a« ' ••: 


1 ^' 




l-¡^' 



Substituyendo en la relación (11), resulta 
y, por consiguiente (10), 



(12) D'<^ '■ 



(-Í) 



Ahora bien, como U (6) es evidentemente menor que ü', se ten- 
drá a /or¿iori (12) 

(13) U<'^'"" ^'' 



2A 

% 



(-#) 



Cuando x tienda hacia el infinito, z también tenderá hacia el in- 
finito, pero entonces la fracción 
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^) 

tiende hacia cero. De la relación (13) se deduce, pues, 
(14) l¡mü = para ce = OD, 

Mas de la relación (7) se deduce 

lim (i/ — iy) = ^ lim U, 

y, por consiguiente (14), 

lim {y — ly) = O para x = «x) . 

Así pues (nP 78), las rectas definidas por las ecuaciones (8) 

(15) . V 2^— ± 2A 

son las asíntotas de las curvas del segundo orden. 

80. Discusión de las ecuaciones de las asíntotas.— Una ob- 
servación preliminar es necesaria. Si consideramos la ecuación 
general de la línea recta 

Ay+Bx + C = 0, 

las coordenadas c y & en el origen tendrán por valores 

puesto que son respectivamente, por definición, la abscisa y la 
ordenada de los puntos de intersección de la recta con los ejes de 
coordenadas. 
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Ahora bien, si los coeñcientos A y B son nulos, las coordemadas 
cy b serán infinitas, y la recta considerada quedará relegada al 
infinito. La ecuación 

(1) 0. o: + 0. 1/ + C = O 

es, por consiguiente, la ecuación de una recta que está á una dis- 
tancia infinita del origen. 
La ecuación (1) ó más sencillamente 

(2) C = O 

es la ecuación de una recta del infinito. Pero esta última ecua- 
ción es en realidad una abreviatura de la precedente ecuación sim- 
bólica. 

Esto expuesto, es ya fácil discutir las ecuaciones generales de 
las asíntotas. Tenemos que distinguir tres casos que correspon- 
den á las tres especies de curvas del segundo orden reveladas 
por la discusión general de la ecuación del segundo grado. 

Reduciendo las ecuaciones de las asíntotas á la forma general 
de la ecuación de la recta 

Mi/ + Ncc + P = O 
y separando los signos, revestirán la forma (núm. 79, rel^ . 15) 

.V í 4A Vmí/ + 2 Vm(B— \/m)¿B + 2D Vm — n = 0, 
\4A Vmí/ + 2\/m(B + \/m)x + 2D^/m+ n = 0, 

I. Especie elipse. — En este caso se tiene m <C O, y las expre- 
siones precedentes son imaginarias. Así pues, en la elipse, las 
asíntotas son dos rectas imaginarias. 

II. EsPEaE PARiÍBOLA. — En esto caso se tiene m = O, y las 
•ecuaciones (3) de las asíntotas se reducen á 

— n =? O, w = O, 
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que son (2) las ecuaciones de dos rectas del infinito. Por consi- 
guiente, en la parábola las asíntotas son dos rectas del infinito. 

III. Especie hipérbola. — En este caso se tiene m > O, y las 
ecuaciones de las asíntotas (3) son expresiones reales. Así pues, 
la hipérbola siempre tiene dos asíntotas reales. 

En resumen, solo en la hipérbola se pueden construir gráfica- 
mente las asíntotas. 

La construcción de las asíntotas de la hipérbola, facilita singu- 
larmente el trazo de la curva. 

Substituyendo en las ecuaciones generales de las asíntotas 
(núm. 79) por mjn sus valores (núm. 62, reí.® 2), se obtiene se- 
parando los signos 



(4) 



^ _ B — VB* — 4AC BD - 2 AE— D VB'^ — 4 AC 
'" 2A ^^ 2A VB^ — 4AC 



_ B+ VB' — 4AC BD — 2AE+D VB" — 4AC 

^~ 2A "'^ 2AVB^^^4A0 



81. ECDACIÓN QUE DETERMINA LOS COEFICIENTES ANGULARES 

DE LAS ASÍNTOTAS. — Los coeñcieutes angulares Oi y at de las 
asíntotas están dados por las relaciones (núin. 80, reí." 4) 

B — VB* — 4AC B+ Vb''— 4AC 

Sumando y multiplicando ordenadamente las precedentes re- 
laciones, se deduce 

fi\ I B C 

(1) ai-f-aí = — ^' a, a2=-^- 

Por consiguiente, los coeficientes angulares de las asíntotas son 
las raíces de la ecuación del 29 grado 

a^+|a + | = 0. 
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ó bien 

(2) Aa' + Ba + C = 0. 

82. DEFINiaÓN Y CARÁCTER ANALÍTICO DE LA HIPÉRBOLA EQUI- 
LÁTERA. — La hipérbola €8 equüátera cuando sus asíntotas son per- 
pendiculares. 

Expresemos analíticamente que las asíntotas de una hipér- 
bola son perpendiculares. Substituyendo los valores (núm. 81, 
rel.« 1) 

, B C 

«1 + a2 =• — ^ «1^2 = ^> 

en la relación que expresa la condición de perpendicularidad 
(núm. 32, reí. 3) 

1 + aittg + (ai + a2)cos<^ = O, 

se obtiene simplificando 

(1) A+ C — Bcos</>:=0, 

que es la ecuación de condición buscada. 

Si las coordenadas son ortogonales, se tiene <í> = -j y la reía- 
ción anterior se convierte en 

(2) A + C = 0. 
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CAPITULO III. 



CENTRO Y DIÁMETROS EN LAS CURVAS DEL 
SEGUNDO ORDEN. 



83. Definición del centro de una curva. — Se dice que un 
punto es centro de una curva cuando divide en partes iguales á todas 
las cuerdas de la curva que pasen por ese punto» 

84. Carácter analítico del centro de una curva cuando 
coincide CON el orígen.— Sean C el centro de una curva plana 
cualquiera, punto que coincide con el origen de coordenadas, 
Gx, Gy los ejes de coor- 

denadas y MM' una iHrV 43 // 

cuerda cualquiera de la I yi -^0^9^-^ 

curva que pase por el 
punto C. Como los seg- 
mentos CM, CM' (fig. 
43) soy iguales en mag- 
nitud y tienen la mis- 
ma dirección y sentidos 
contrarios, sus proyec- 
ciones sobre un eje cual- 
quiera serán iguales en magnitud y de signos contrarios, y como 
se tiene 




MOc',f>U, 



PiCM = a!, PyCM=i/, 
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PtCW = x\ PyCM' = l/', 

se deduce 

X= —X\ y = --y\ 

Ahora bien, como M y M' son, por hipótesis, dos puntos de la 
curva considerada, la ecuación de la curva se satisfará con los dos 
sistemas de valores (o?, y), ( — x, — y). 

Recíprocamente, si la ecuación de la curva se satiface con los 
dos sistemas de valores (¿c, i^), ( — ce, — i/), se deduce primera- 
mente que los puntos M y M' que tienen respectivamente por 
coordenadas (o?, y), ( — ce, — ?/), pertenecen á la curva. Si se unen 
estos puntos con el origen, resultarán los segmentos CM, CM\ 
que tienen sobre los ejes coordenados proyecciones iguales y de 
signos contrarios. Por consiguiente, esos segmentos son iguales 
en magnitud y tienen la misma dirección y sentidos contrarios- 
Ahora bien, como el segmento MM' es una cuerda cualquiera de 
la curva, se deduce que el origen divide en partes iguales á las 
cuerdas'que pasan por ese punto, y que es por consiguiente, el 
centro de la curva. 

Apliquemos estas consideraciones á las curvas del segundo or- 
orden. 

Como la ecuación general de estas curvas es 

Al/* + Bxy + Ca;* + Dj/ + Ecc + P = O, 

se deduce que mientras subsistan los términos del primer gra- 
do, se alterará la ecuación cuando se substituyan xéy por — ce y 
por — I/. Si pues, la curva está referida á su centro como origen, 
se deberá tener 

D = 0, E = 0, 

y recíprocamente. 

85. Determinación del centro de una curva del segundo 
ORDEN — Sean M(cc, y) un. punto cualquiera de la curva referida 
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á un sistema de ejes cualquiera y C(a, 6) el centro de la curva. 
Tracemos por el punto C dos ejes paralelos á los primitivos y 
sean {x\ y*) las nuevas coordenadas del punto M. Se tienen las 
fórmulas de transformación conocidas 

(1) x=a + x\ y=j) + y'' 
Substituyendo estos valores en la ecuación de la curva 

f{x, y) = O, 
se obtiene la ecuación 

(2) Áx' + a, y' + b)=0 

de la misma curva, pero referida á los nuevos ejes que tienen co- 
mo origen el centro C de la curva. Por consiguiente, la ecuación 
(2) debe carecer de términos del primer grado (nóm. 84 j. Des- 
arrollemos, pues, esta ecuación y expresemos que los coeficien- 
tes de los términos del primer grado son nulos. Como estos 
coeficientes son funciones de las coordenadas del centro, se ten- 
drán dos ecuaciones para calcularlas, y, en tesis general, será 
determinado el problema. 
Substituyendo en la ecuación 

f(x, y) = Al/* + Bun/ + Cx^ + Dy + Ex+F^O, 
por xéylos valores (1) 

x = a-]'X\ y = b + y\ 
7 efectuando las operaciones indicadas, se obtiene 

(3) AV + «,!/• + &) = Al/'' + BxV +Cx'' + (2Ab + Ba + 
+ D)y' H- (2 Ca -h Bb + E)x' + A^*-* + Bab + Ca^ + D& + 

+ Ea + P = 0. 
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Se tienen, pues, las relaciones 



(4) { 



2 A6 + Ba + D = O, 

B6 + 2 C.t + E = O, 



que sirven para determinar las coordenadas del centro. 
Poniendo para abreviar 

(5) Fi = Áb^ + Bab + Ca* + D6 + Ea + P, 

la ecuación de la curva considerada referida á su centro como ori- 
gen será (8) y (4) 

(6) Al/'- + Bx'y' + Cx'^ + Fi = 0. 

Así pues, cuando se refiere una curva del 29 orden á su centro 
como origen, no se alteran los términos del 29 grado y solo cam- 
bia el término independiente. Es fácil transformar la expresión 
de este término. 

Multipliquemos las ecuaciones (4) por & y a respectivamente y 
sumemos ordenadamente las nuevas ecuaciones. Así obtendre- 
mos 

2Ab^ +2Ba& + 2Ca* + D& + Ea = 0, 
y, por consiguiente, 

Db+ Ea 



A&* + Ba& + C*a'^ == -- 



2 



Substituyendo esta expresión en la relación (5) y reduciéndose 
obtiene 

(7) p, = p + 5LÍLEa. 

Palta sólo resolver las ecuaciones (4). Operando la resolución, 
se obtienen los valores 
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[a-\ 2AE — BD ^ 2CP — BE 

^8^ « = B»-4AC ' ^ = B«-4AC ' 

Los precedentes valores son finitos, si se tiene 

B» - 4AC =/= 0/1) 
é infinitos si se tiene 

B' — 4AC==0. 

En el primer caso están la hipérbola y la elipse y en el segundo 
la parábola. Así pues, la elipse y la hipérbola tienen un centro á 
una distancia^niéa del origen y la parábola lo tiene á una distan- 
cia infinita. Por consiguiente, la ecuación general del 2^ grado só- 
lo podrá revestir la forma (6) en los casos de la elipse y de la hi- 
pérbola. 

86. Teorema I. — Las asíntotas de la hipérbola se cortan en el cen- 
tro de la curva. 

En efecto, determinemos el punto de intersección de las asín- 
totas. Las asíntotas tienen por ecuaciones {rfi 80, reís. 4). 



(1) 



_ X. . g^ ^.^v. . BP — 2AE D 

^ ''* '^ 2A1/B*-4AC 2A 

BD - 2AE D 



b — vb^- 


-4AC 


2A 


B + l/B« - 


-4AC 



l^ 2A ^ 2AV/B^-4AC 2A ' 

Restando las precedentes ecuaciones y despejando á ce, se ob- 
tiene 

^ 2AE - BD 
"^ B«— 4AC 

Substituyendo este valor en la primera de las ecuaciones (1), 
se obtiene simplificando 

(1)E1 signo =/= significa diferente de. 
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B (2AE — BD) _ D ^ 2CD — BE 

^■~ 2A(B*— 4AC) 2A B«— 4AC' 

que son los valores de las coordenadas del centro (núm- 85, reís. 
8). El punto de intersección de las asíntotas coincide, pues, con 
el centro de la hipérbola. 

87. Teorema II. — Si el polo coincide con el centro» la polar es una 
recta del infinito. 

En efecto, la ecuación general de la polar (núm. 77, reí. 1) 

{2Ay + Bx + B)yi + (2Ca; + By + TS,)xi+ Dy + Ex + 2F =^ O 

sacando &xéy como factores comunes se puede escribir de este 
modo 

{2Ayi + Bxi+D}y + (2CíCi + Byi + E)x+ I>yi + Eíci + 2F = 0. 

Como el centro C(a, b) coincide con el polo P (cci , yi ), se tiene 

xi = aj yi = b. 

Substituyendo en la relación precedente, resulta 

f (1) (2A& +Ba + 'D)y + (2Ga + Bb + E)x + Db + Ea + 

+ 2F = 0. 

Por otra parte, sel tienen las relaciones (núm. 85, reís. 4) 

2A6 + Ba + D = O, 2Ca + B& + E = O 
y por consiguiente (1), 

0.x + 0.y+'Db + Ea + 2P = O 
ó bien 

Bb + Ea + 2P = O, 

que es (núm. 80) la ecuación de una recta del infinito. 
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88. DEFíNiaÓN DEL DIÁMETRO DE UNA CURVA.--'EI diámetro de 
una curva es una linea que pasa por los puntos medios de un sistema 
de cuerdas paralelas. 

Los diámetros pueden ser rectilíneos ó curvilíneos. En una 
curva del segundo orden, una recta cualquiera determinados 
puntos de intersección, que son las extremidades de la cuerda 
que coincide en dirección con la recta. A cada cuerda correspon- 
de, pues, un solo punto medio que pertenece á la línea diametral. 
Resulta, por consiguiente, que una recta cualquiera solo corta en 
un punto á esa línea, y por lo tanto la línea diametral considerada 
es una línea recta. Así pues, las curvas del segundo orden sólo 
tienen diámetros rectilíneos. 

89. ECüAaON GENERAL DE LOS DIÁMETROS EN LAS CURVAS DEL 

SEGUNDO ORDEN.— Sean M' (ce', 1/0, M" (x", y*), las extremidades 
de una cuerda cualquiera del sistema de cuerdas paralelas consi- 
derado y P (f, 1?) el punto medio de esa cuerda. Sean, además, 

(1) v = gx + h 

]a ecuación de la recta de que forma parte el segmento M' M", y 

(2) Ay^ + Bxy + Cx'+Dy + Ex + F = 0, 

la ecuación de una curva cualquiera del segundo orden. La orde- 
nada en el origen /¿ varía de una cuerda á otra, pero, como las 
cuerdas son paralelas, el coeficiente angular es el mismo para to- 
das; lo que particulariza la cuerda, es el parámetro variable h. Si, 
pues, logramos encontrar una relación entre i y v que sea inde- 
pendiente de A, esta relación subsistirá para todos los puntos me- 
dios del sistema de cuerdas paralelas considerado, y, será, por 
consiguiente, la ecuación de un diámetro de la curva. 
Ahora bien, tenemos las relaciones (núm. 16) 

(3) I = |(x' + a5"), >; = I (l/' + í/'O. 

Tenemos, pues, que calcular las coordenadas de las extremida- 
des de la la cuerda M' M", extremidades que coinciden con los 
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puntos de iatersección de la recta M' M'" con la curva. Eliminan- 
do á y entre las ecuaciones (1) y (2), se obtiene la ecuación 

(4) (Aí^ +Bg+G)jif' + i2Kgh + Bh + Dg + E)x 

+ A7i2 -J- Dh + F = O, 

que determinan las abscisas x\ x'\ de los puntes de intersec- 
ción M', M". 

Substituyendo en la ecuación (1) los valores de x^ y x'\ obten- 
dríamos las ordencdas correspondientes y^ ó y^\ Luego, una rec- 
ta corta á una curva del segundo orden en dos puntos reales ó 
imaginarios. 

Mas no es necesario resolver la ecuación (4), porque en la ex- 
presión de la abscisa del punto medio P (3), sólo figura la semisu- 
ma de las raíces de la ecuación mencionada y se tiene por un teo- 
rema de Algebra conocido 

^,, ,,__ 2Agh + Bh+T)g + E 
^+^ - Ag-+Bg + G ' 

y, por consiguiente (3), 

/.v > 2Agh+Bh + T)g+E 

^' 2(Ag^ + Bg + C) 

Reemplazando en la ecuación (1) o; por el valor precedente, se 
obtiene el valor de la ordenadada correspondiente 



_ _ 2Ugh + Bh + Dg + E)g 



Reduciendo y simplificando, resulta 

,f,. _ 2Gh + Bgh — -Dg^—Eg 

^^ '' 2(Ag^+Bg + C) 

Quitando el denominador de las relaciones (5^ y\6) y sacando 
á h como factor se obtiene 
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2(Ai72 + Bí7 + Oí = - (2 Aí; +B)h — (T)g + E), 
2(iAtf'+Bg+C)v^{2C + Bg)h - (Dg + ¥S)g. 

Multiplicando la primera relación por (2 C + Bgr), la segunda 
por (2 Aflf + B) y sumando ordenadamente las relaciones así obte- 
nidas, se elimina á A y se obtiene. 

2(Aí;^ + B^ + C) [(2C + Bg)( + (2Ag + B)v] 
= - (Dflf + E) (2 C + Bg) ~ (Dg + E) {2Ag + B)g. 

Sacando á — (Dflr + E) como factor y suprimiendo el factor co- 
mún 2 (Aflf^ + Bgr + C), se obtiene finalmente 

(7) (20 + B^)í + (2 Ag + B)i; + D^ 4- E = O, 

que es una relación entre f y 17 independiente de h; es, pues, la ecua- 
ción de un diámetro, y como es lineal, se deduce, aposteHori^ que 
en las curvas del segundo orden los diámetros son líneas rectas. 
Reemplazando en la ecuación {7)( j v por xéy, para facilitar la 
escritura y uniformar las notaciones, se obtiene 

(8) (2 A^ + B)y +(,2C + Bg)x+Dg + E = 0. 

Si se muda la dirección común del sistema de cuerdas conside- 
rado, dirección definida por la ecuación 

que representa una recta (D) que pasa por el origen, cambiará el 
valor del coeficiente angular g, y la ecuación (8) representará 
otro diámetro de la curva. 

El diámetro que representa la ecuación (8) cuando se conside- 
ra el parámetro g como constante, es el diámetro conjugado de la 
recta (D). 

Como por el origen se pueden trazar una infinidad de rectas, 
queda por investigar si hay diámetros conjugados de todas estas 
rectas . 
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El coeficiente angular m del diámetro conjugado de la dirección 
(D) tiene por expresión (8) 



/ON 2 C + Bflf 



Para cada valor de g que corresponda realmente á una cuerda 
de la curva, habrá siempre un valor correspondiente de m, y la 
cuestión se reduce á investigar si hay cuerdas de la curva para 
todos los valores de g, y las habrá, mientras no se anule el coefi- 
ciente de a? 

Ag'+Bg + G 

en la ecuación (4) que da á conocer las abscisas de las extremida- 
des de la cuerda considerada. Si ese coeficiente fuese nulo, uno 
de los puntos de intersección sería un punto del infinito; es decir, 
que entonces no habría cuerda de la curva paralela á la dirección 
definida por e) valor de g que anule el mencionado coeficiente. Así 
pues, habrá una infinidad de diámetros, si se tiene 

fio) A^ + Bg + G =1= 0. 

90. Discusión de la ecuación general de los diíímetros.— 
I. Especie elipse- — En este caso se tiene B^- — 4 AC <0, y el coe- 
ficiente Aflf^ -f: Bflf + Ces una suma de cantidades esencialmente 
positivas; no se podrá, pues, anular para ningún valor real de g. 
Por consiguiente, la relación (10) se verifica constantemente. Así 
pues, en la elipse hay una infinidad de diámetros. 

IL Especie hipérbola.— En este caso se tiene B^ — 4 AC > O, y 
el coeficiente A(^ ■\- Bg + Gse podrá entonces anular y se anulará 
efectivamente, cuando la dirección conjugada del diámetro coin- 
cida con la de una asíntota. En efecto, en estos dos casos se tiene 
ínúm. 81, reí. 2) 

Aif+Bg+G-=^0 

SMOMtria AialHici-11 
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En todos los demás casos, la relación (10) se verifica. Por con- 
siguiente, en la hipérbola, hay diámetros conjugados de todas las 
direcciones, salvo las de las asíntotas. 

III. Especie parábola, — En este caso se tiene B^ — 4 AC = O, y 
el coeficiente K^ + Bgf + C es entonces un cuadrado perfecto, el 
cuadrado de la expresión 

gVA+ 1 C. 
Esta cantidad se anula para 



u) »— Vi- 



que define una direcciónjDaralela á la de los diámetros. En efecto, 
si en la expresión del coeficiente angular de los diámetros (n9 89, 
reí. 9) 

2C + B g 
m = — 



B + 2Ag 



B* 

substituimos por 2C su valor ^ sacado de la relación 



B^ — 4 AC = O, 
se obtendrá simplificando 

De la relación precedente se deduce, que en la parábola los diá- 
metros son paralelos, pues tienen el mismo coeficiente angular; y 
si en el precedente valor (2) de m substituimos por B, 2 t^AC, 
obtenemos el valor (1) de g. Así, pues, en la parábola hay diáme- 
tros para todos los sistemas de cuerdas, con excepción de las cuer- 
das paralelas á los diámetros* 
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91. Teorema III. — En las curveas del segundo orden^ todos los diá' 
metros pasan por el centro de la curva. 

En efecto, la ecuación general de los diámetros (núm. 89, reí. 8) 

I 

(2C + Bí;) o; + (2 A^ + B) í^ + D^ + E = 0. 

se puede escribir de este modo 

I 

(1) (2 Ai/ + Ba; + D) ^ + 2 Ca; + Bi/ + E = 0. 

y esta ecuación se verifica cuando se reemplazan las coordenadas 
{x, y) de un punto cualquiera de la curva por las coordenadas (a, 6) 
/ del centro, porque estas coordenadas están dadas por las relacio- 

nes (núm. 85, reís. 4. 

2 A& + Ba + D = O, 2 Ca + B& + E = 0. 

Como en la parábola el centro está en el infinito, se deduce que 
en esta curva todos los diámetros son paralelos, pues pasan por 
un punto del infinito. 

92. Ecuación de los diámetros en la parábola. — Reempla- 
zando en la ecuación de los diámetros (ndm 89, reí. 8) 

*■ 

__ 2C + Bfl í Dg + E _ Dgr + E 

^ 2Ag + B^ 2Ag + B~"^'^ 2Ag + B' 

el coeficiente angular m por el valor que tiene en el caso de la pa- 
rábola, valor dado por la expresión (núm. 90, reí. 2) 

B 

'" = -2a' 

se obtiene 
... B Dg + E 

(1) y-^-w-fA^+B' 
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que es la ecuación del diámetro de la parábola conjugado de la 
recta (D) que tiene por ecuación 

y = gx 

93. Diámetros CON JUGADOS. — Se dice que dos diámetros son 
conjugados cuando cada uno de ellos es paralelo á la dirección 
conjugada del otro; en otros términos, dos diámetros son conjugados 
cuando cada uno de ellos divide en partes iguales á las cuerdas parale- 
las al otro diámetro. 

Como en la parábola los diámetros tienen una dirección única, 
sólo podrá haber diámetros conjugados en la elipse y en la hipér- 
bola. 

94. Relación entre los coeficientes angulares de dos diá- 
metros conjugados. —El coeficiente angular máe\ diámetro (A) 
conjugado de la recta (D) que tiene por ecuación y = gx, es (núm. 
89. reí. 9). 

^ 2 -f- Bgr 
"^ " 2A^ + B* 

Sea m' el coeficiente angular del diámetro (AO conjugado de 
(A). Por definición, (A') y (D) son rectas paralelas. Se tiene, 
pues, la relación 

m' = g. 

Substituyendo este valor de g en la precedente relación, se ob- 
tiene 

,.v 2 + Bm' 

^^^ ^ = -2Am' + B' 

que es la relación buscada. Quitando el denominador se puede 
poner en la forma 

(2) B{m + m')+2 Amm' + 2 C = O, 



• 
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relación que demuestra claramente que para cada valor de m hay 
un valor correspondiente de m\ y recíprocamente. En consecuen- 
cia, á cada diámetro de la elipse ó de la hipérbola corresponde un 
diátmetro conjugado. 

95. Definición y determinación de los ejes de la elipse y 
DE LA HIPÉRBOLA. — LiOs ejes de la elipse y de la hipérbola consi- 
derados como direcciones, son un sistema de diámetros conjugados 
perpendiculares. 

Sean mi j m\ los coeficientes angulares de los ejes. Como son 
dos diámetros conjugados, se tendrá (núm. 94, reí. 2) 

\ (1) B («ii + m\) + 2 Awiw'i + 2 C = O, 

I y como son perpendiculares se tendrá también (núm. 82, reí. 8) 

* (2) 1 + mim\ + («ii + m\) eos * = 0. 

I 

I Considerando como incógnitas las cantidades mtrn* t y {mi+rn*^, 

las precedentes ecuaciones (1) y (2) son del primer grado y dan, 
por eliminación, 

, , _ 2(C— A) 
* * 2 Acos^ — B 

B — 2 C cr^ » 

mita 1 — r— r ~ 9 

2 Acos*— B 

Por consiguiente, los coeficientes ani^uíares desconocido» m- j 
wi'i, son las raíces de la ecuación dei '/^ grado, 

(3) (2ACOS* — B>2* — 2^C — A;2-B — 2Cco»* = 0, 

Besolríendo esta ecuación* se UírArkn /^ 'í^^.rt^ de r/i- y m',: 
luego que se hayan ootenl^o e^Vv» Tá,ore*, *erá íácl- Hr,'^:f.\\mr 
las ecnacíones de >>íi ejes, E-^ta c:»e!i*>y>íi en :;?: ca^o piartlci^r de 
lasigníeote. 
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96. Determinación de las ecuaciones dedos diámetros con- 
jugados. — Designaremos, como anteriormente, por (A) y (A») Jos 
diámetros conjugados y por m, m' sus coeficientes angulares. 

Si en la ecuación general de los diámetros (núm. 91, reí. 1) 

(1) 2Cx + By + K + g(2Ay + Bx + D) = O, 

ponemos sucesivamente en vez de g las cantidades m' y m, obten- 
dremos las relaciones 

^g. f 2Ca; +By + E + m'{2Av + Ba? + D) = O, 

( 2Qx +By + E + m(2Ay+Bx+'D) = O, 

que serán respectivamente las ecuaciones de los diámetros (A) y 
(A'). En efecto, la recta conjugada de (A) es paralela á (A'), y vice 
versa. Se tiene, pues, para el primer diámetro g = m\j para el 
segundo g= m. 

97. Definición y determinación del eje de la parábola. — 
El eje de la parábola es el diámetro perpeiidicular á la recta conju- 
gada. * 

Sea m el coeficiente angular del eje de la parábola, coeficiente 
que es el mismo para todos los diámetros. Expresando que las 
rectas que tienen por coeficientes angulares mjg son perpendi- 
culares, se tendrá la relación conocida 

1 + mg + {m + g) eos i> = 0. 
Despejando ág y poniendo por m su valor (núm. 90, reí. 2) 



B 
^ = -2A' 



se obtendrá 



_ 2 A — B eos </> 

^■^ B — 2Acos^* 
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Substituyendo este valor en la ecuación general de los diáme- 
tros de las líneas del segundo orden 

2Cíc + By + K + gi2Ay + Bx + D) =0, 
resultará 



(1) 2Cx + By + K + y^z^^j^^{2Ay+Bx + D) = 0, 



que es la ecuación del eje de la parábola. 

98. VÉRTICES.— Los puntos de intersección de los ejes de la 
elipse y de la hipérbola y el punto de intersección del eje de la 
parábola con las curvas respectivas, se llaman vértices. 

99. Teobbma IV. — El polo de una recta está en el diámetro conju- 
gado de la dirección de la recta. 

En efecto, sean 

(1) My + Naj + R = O 

la ecuación de la recta dada (D) y P(a:i, yx) su polo. 
Pondremos para abreviar la escritura 

(2) . U = 2Cír + By + E. V = Bx + 2 Ay + D, 

Z==Ex+T)y + 2P, 

« 

y designaremos por Ui, Vi, Zi, los valores de las precedentes 
expresiones cuando se reemplacen x é y porxi, é yt- 

La ecuación de la polar (núm. 77, reí. 1) revestirá entonces las 
dos formas equivalentes 

(3) Vyi + Ua:i + Z = O, 

(4) V,y + Vxx+Zt =0. 
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Ahora bien, como la recta (D) es, por hipótesis, la polar del 
punto P(a?i, i/Oi IsL ecuación (1) de la recta (D) tiene que ser 
idéntica á la ecuación de la polar (4). Identificando estas relacio- 
nes, se obtiene 

(5) Vi_ü._Z,. 

Las ecuaciones precedentes sirven para determinar las coor- 
denadas del polo P (¿ci, Vi) de una recta cualquiera (D). 

Esto expuesto, si se introduce la abreviatura anterior (2) en la 
ecuación general de los diámetros 

2Ca:+ By+ 'Eí+g(2Ay + Ba; + D) = O 

esta ecuación revestirá la forma 

(6) U + aV = 0. 
La primera de las ecuaciones (5) 

expresa, pues, que el punto P está en el diámetro conjugado de 
la recta que tiene por ecuación 

My + Nx = O 

recta paralela á la dada y que tiene por coeficiente angular 

N 
^ = ~M 

100. Teorema V. — La tangente tirada á la elipse ó d la hipérbola 
por la extremidad de un diámetro es paralela al diámetro conjugado 
de este diámetro* 
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En efecto, sean M {x\ y^) el punto de contacto de la tangente 
á la carva considerada, (A) el diámetro que pasa por el punto M, 
(A') el diámetro conjugado de (A) y m' su coeficiente angular. Ex- 
presando analíticamente que el punto M {x\ y') está en el diá- 
metro (A), resulta la ecuación (núm, 94, reí." 2, 1^) 

2 Cx' +By' + E + mK2Ay' + Bx' + D) = 0. 

y, por consiguiente, 

, _ 2 Ca;' + By' + E 

que es precisamente el coeficiente angular de la tangente en el 
punto M (núm. 75, reí. 4). Luego, esta tangente y el diámetro 
(A') son dos rectas paralelas (núm. 32). 

101. Teorema VI. —La tangente tirada d la parábola p(yr la ex- 
tremidad de un diámetro, es paralela á la recta conjugada de este diá- 
metro- 

En efecto, sean M (,x\ y^) el punto de contacto, (A) el diámetro 
que pasa por M y fip el coeficiente angular de la recta (D) conju- 
gada de este diámetro. Expresando analíticamente que el punto 
M está en el diámetro (A), resulta la ecuación (núm. 92, reí. 1) 

,__JB Dg + E ^ 

^ "" 2Á^ 2Aí;+B 

Despejando á g, se obtiene 

_ B"g;> + 2ABi/> + 2AE 
^ 2A(2Ai/' -f-Bx' + D)" 

Substituyendo por B/* su. valor 4 AC, resulta simplificando 

^__ 2Cx^ + By' + E 
^ 2Av' + Baj'+D' 
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que es precisamente el coeficiente angular de la tangente en el 
punto M(núm 75). Luego la tangente en M es paralela & la recta 
conjugada (D). 

102. Teorema VII. — La tangente tirada á una curva del segiin- 
do orden por un vértice^ es perpendicular al eje respectivo. 

Este teorema es un corolario de los dos teoremas anteriores. 
La tangente tirada por un vértice de la elipse ó de la hipérbola, 
es paralela al diámetro conjugado del eje respectivo (núm. 98), 
diámetro que es el otro eje; y en la parábola, la tangente tirada 
por el vértice, es paralela á la recta conjugada del eje (núm. 99). 
Mas en las dos primeras curvas los ejes son perpendiculares, y 
en la última, la recta conjugada es normal el eje. Q. E. D.* 

Se llama normal á una curva plana á la perpendicular trazada 
á la tangente por el punto de contacto en el plano de la curva. 

Introduciendo este concepto, el teorema actual se puede enun* 
ciar diciendo: 

La normal en un vértice de una cin*vn del segundo orden coincide con 
el eje respectivo- 

Para dejar siquiera esbozada la teoría de la polar, termina- 
remos este capítulo con las demostraciones de los siguientes teo- 
remas, que son correlativos, pero que no tienen ninguna conexión 
con las teorías del centro y de los diámetros. 

103. Teorema VIII. — Los polos de las diferentes rectas que pa- 
san por un punto están en una misma recta que es la polar del punto. 

En efecto, la ecuación de las rectas que pasan por el punto da- 
do M{x\ y') es de la forma 

(1) , K{v — y')+ B(íc-xO = 0. 

Sea PCa?i, í/i) el polo de una de estas rectas. Identificándolas 
ecuaciones (1) y (1) del núm. 97 

Ay 4- Bx — (Ay' + Bx') = 0, M?/ + Na; + R = O 

resulta 

Tv? N R ■ 



(2) 



A B Ay' + Bx' 



1 Q. E. D. quiere decir: que era lo que se tenía que demostrar. 
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Se pueden, paes, reemplazar en las ecuaciones que determinan 
las coordenadas del polo (núm. 97, reí. 5) 

M~ N R 
las cantidades M, N, R por las proporcionales 
A, B, — (Ai/' + BxO. 
Así se obtiene el sistema equivalente 

) (3) Xl = ÍIi = Za 

^"^^ A B —Ay' — Bx' 

Ahora bien, las relaciones precedentes se pueden poner en la 
forma 

^^' —Ay' —Bx' Ay'+Bx' 

De las precedentes relaciones, se deduce 

^^' —Al/' —Bx' —(Ay' + Bx') 

Comparando las relaciones (4) y (5), resulta 

(6) V^y^ + Vix' = -Z^. 

La precedente ecuación (6), lineal con respecto á las coordena- 
das variables Xi é i/i, es el lugar geométrico de los polos de las di- 
ferentes rectas consideradas. Por consiguiente, estos polos están 
en una misma línea recta (D). La propia ecuación (6) es también 
(núm. 97, reí. 3) la polar del punto M. Luego, los polos de las di- 
ferentes rectas que pasan por M, están en una misma recta (D) 
que es la polar del punto M. 
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104. Teorema IX. — Las polares de los diferentes puntos de una 
recta, pasan por un punto que es el polo de la recta» 

Es necesario establecer una proposición preliminar. 

Si losicoefícientes de una función lineal con respecto á x éyson 
funciones lineales de un mismo parámetro, la ecuación conside- 
rada representa una infinidad de rectas que pasan por un punto. 

En efecto, sea la ecuación 

(1) (A + \A% + (B + ABOaJ + C + XQ' = O, 

lineal con relación &x éy j cuyos coeficientes son funciones li* 
neales de un mismo parámetro K 

Para un valor dado de \ la ecuación (1) representa determina- 
da recta, y como el parámetro A. puede recibir una infinidad de 
valores, se deduce que la ecuación considerada representa una 
infinidad de rectas. Ahora bien, esta ecuación se cumple, sí se 
tienen simultáneamente las ecuaciones 

{2) Ay + Bx + G = 0, A'y + B*x + C = O, 

que definen un punto que tiene por coordenadas las soluciones 
comunes de las propias ecuaciones. La infinidad de rectas que 
representa la ecuación (1), pasan, pues, todas por un punto que 
es el punto de intersección de las dos rectas representadas por 
las ecuaciones (2) cuando se consideran aisladamente. 

Esto expuesto sean L(£c' y^) un punto cualquiera de la recta da- 
da (D) y 

(3) Mi/' + Na;' + R = O, 

la ecuación de esta recta. 
La polar del punto L es de la forma (núm 97, 4) 

(4) yV' + xU' + Z'^0. 

Substituyendo en las expresiones deU', V, Z' (núm. 97, reí." 2) 
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U' = 2Ca;' + Bi/' + E, V = Bx' + 2 Ay' ■*■ D, 
Z' = Ea;' + Di/' + 2F, 

por y' su valor sacado de la relación (8) 
se obtiene 



DR 

M ' 



Substituyendo estas expresiones en la ecuación (4), resultará 
la ecuación equivalente 

La precedente ecuación, es lineal con respecto áxéy y sus coe- 
ficientes son funciones lineales de un mismo parámetro a?'; repre- 
senta, pues, una infinidad de rectas que pasan por el punto 
de intersección de las rectas representadas por las ecuaciones 

(6) r 

I /_ BR\ , (j. 2AR \ , __, DR . 
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Las precedentes ecuaciones se pueden escribir de este modo 



{2Cx + By + E) — ^ (.Bx + 2Ay + J» = 0, 



(Eoj + Dy + 2P) — § (Bx + 2Ay+D) = O, 



ó bien, teniendo en consideración las relaciones 2 del núm. 97, 



que son las ecuaciones (núm. 97, reí.® 5) que determinan las coor- 
denadas (x, y) del polo P de la recta (D). Así pues, las rectas 
representadas por la ecuación (4) y que son las polares de los 
diferentes pnntos de la recta (D), pasan todas por el polo P de 
esta recta. 
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CAPITTULO IV- 



HEDUCCION DE LA ECUACIÓN GENERAL DEL SEGUNDO 
GRADO A FORMAS MAS SENCILLAS. 



105. Cuadrática riaferida A su cejntro. — Si en una curva 
del segando orden de centro, se toma el centro como origen, los 
términos del primer grado desaparecen (núm. 84), y la ecuación 
reviste la forma 

(1) Al/* + Bxy + Cx^ + Pi = 0. 

106. Cuadrática referida á su centro y a dos diámetros 
CONJUGADOS. —5 Se puede operar una reducción ulterior de la 
ecuación general, escogiendo como nuevos ejes de coordenadas 
dos diámetros conjugados cualesquiera. Para cada valor de a?, 
tiene que haber dos valores de y iguales y de signos'contrarios, 
y vice versa. La ecuación (1) del núm. 103 no debe, pues, conte- 
ner al rectángulo de las variables. Por consiguiente, la nueva 
ecuación revestirá la forma 

A'i/2 + C'x- + Pi = 0. 

107. Cuadrática referida á. su centro y á. sus ejes.— Es- 
te es un caso particular interesante de la reducción precedente: 
los dos diámetros conjugados que se han tomado como nuevos 
ejes de coordenadas, coinciden con los ejes de la curva. 

En este caso, es fácil demostrar por otro linaje de considera- 
ciones que si se refiere una cuadrática de centro á sus ejes, el 
rectángulo de las variables desaparece y que si el rectángulo de 
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las variables desaparece y si los nuevos ejes son rectangulares ^ éstos 
coinciden con los ejes de la curva. 

En efecto, se tiene, por hipótesis, ^ = -^ y entonces la ecuación 

que sirve para determinar los coeficientes angulares de los ejes 
(núm. 93, reí. 3) se convierte en 

(1) Ba* + 2 (C — A)» — B = 0. 

Si se tiene B = O, se anulan á un tiempo el coeficiente del cua- 
drado de la incógnita y el término independiente. De esto se de- 
duce que una de las raíces de la ecuación considerada es infinita 
y la otra nula. Pero estas raíces son los coeficientes angulares 
de los ejes, y, por consiguiente, los ejes de la curva coinciden con 
los ejes de coordenadas. Reciprocamente, si los ejes de la curva 
coinciden con los ejes de coordenadas la ecuación (1) tiene una 
raíz infinita y la otra nula, y, por consiguiente, se tiene B = 0. 

En el caso particular considerado, la ecuación general del se- 
gundo grado reviste la forma que toma en el caso general (núme- 
ro 104), pero con otros valores de los coeficientes de los cuadra- 
dos de las variables, pues éstos varían con el sistema de diáme- 
tros conjugados que se considere. 

108. Modo de operar la reducción de la ecüactón gene- 
ral DEL segundo grado Á SU FORMA MÁS SENCILLA EN EL CASO 

DE LA ELIPSE Ó DE LA HIPÉRBOLA. — Pasamos á indicar cómo se 
puede efectivamente reducir la ecuación general del segundo gra- 
do á la forma 

K,y^ + B,x^ + Pi = 0. 

Podemos siempre suponer que los ejes primitivos son rectan- 
gulares. Si no lo fuesen, tomaríamos como nuevo sistema de ejes 
un sistema rectangular que tuviese el mismo origen que el pri- 
mitivo y el mismo eje de las x. Las fórmulas de transformación 
serían (núm. 21, reí." 3) 

ce = cci — yi cot ^, y = ~^ — 



sen ^ 
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Esto supuesto, para efectuar la reducción -indicada, se proce- 
derá de la manera siguiente. 

Se efectuará una primera transformación de coordenodas, to- 
mando como nuevos ejes dos ejes paralelos á los primitivos y que 
pasen por el centro de la curva. Esta transformación ya se efec- 
tuó (núm. 85) y es inútil repetirla. Por medio de esta transfor- 
mación, la ecuación g-eneral se reduce ala forma 

(1) Ai/^ + Bxy + Cx^ + Pi =- 0. 

Las coordenadas primitivas del nuevo origen tienen por valo- 
res (núm, 85, rel.^ 8) 
li 
f . 2AE — BD 2CD~-BE 

y el nuevo término independiente tiene por valor (núm. 85, reí. 7) 
(3) p. = P + 5^. 

Una vez efectuada esta transformación, se pasará del sistema 
indicado últimamente á otro sistema también rectangular y del 
mismo origen, pero de tal suerte escogido que desaparezca el rec- 
tángulo de la ecuación obtenida por la transformación mencio- 
nada. 

El nuevo sistema de ejes de coordenadas coincidirá necesa- 
riamente con el formado por los ejes de la curva (núm. 107). 

Como se tiene que pasar de un sistema rectangular á otro tam- 
bién rectangular y del mismo origen, las fórmulas de transfor- 
mación serán (núm. 21, rel.^ 1) 

X = Xi eos a — y^ sen a, y = Xi Sen a + l/i eos a. 

Substituyendo estos valores en la relación (1) y poniendo para 
abreviar 

Baometría Analítica— 12 
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^4) Al = A cos^ o. — B sen a eos a + C sen* a, 

(5) Bi = 2 (A — C) sen a eos a + B(cos* a ^ sen* «), 

(6) Ci = A sen^ a + B sen a eos « + C eos* a, 
resultará 

Aii/i* + B,x,yt+ C,xt^ + Fi = 0. 

Si escogemos el ángulo a de modo que se tenga Bi = O, la ecua- 
ción precedente se reducirá á la forma 

A,y,^ + GiX,' +Pi = 

que es la pedida. Palta determinar el valor del ángulo « que hace 
desaparecer al coeficiente Bi y los valores de los nuevos coeficien- 
tes Ai y Ci. 
Si se hace en la relación (5) Bi = O, resulta 

2 (A — C) sen a eos a + B (eos* o. — sen* a) == 0; 
es decir^ 

(7) (A — C) sen 2a + B eos 2a = 0. 
Dividiendo por eos 2a y despejando, se obtiene 

B 



(8) tang2a = 



A — C 



Si 2ai es el menor valor del ángulo 2 a que da la relación pre- 
•cedente, todos los valores del ángulo 2a estarán dados por la re- 
lación 

2a= 2aj -}- JcTT, 



% 
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Los valores del ángulo o. que anulan al coeficiente Bi están, 
pues, dados por la fórmula 

« = «i + Y" 

Pero ^sta relación, solo da cuatro semirectas distintas oxt, 
oyx, ox\ (yy\, que corresponden respectivamente á los valores 






del ángulo a, y que son las partes positivas y negativas de los 
nuevos ejes. 

Determinado el ángulo a, quedan por calcular los coeficientes 
Al y Ci . 

Sumando ordenadamente las relaciones (4) y (6), se obtiene 
simplificando 

(9) Al + Ci = A + C 

Restando ordenadamente las propias relaciones, resulta sim- 
plificando 

(10) Al — Ci = (A — C) eos 2a _ B sen 2a, 

Elevando al cuadrado las relaciones (7) y (10) 
O = (A — C) sen 2a + B eos 2a, 
A, — Ci = (A — C) eos 2a — B sen 2a, 

y sumando ordenadamente las relaciones así obtenidas, se obtie- 
ne simplificando 

(Al - CO' = (A - C)M- BV, 
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y, por consiguiente, 



(11) Al — Ct = :i= V(A ~ O- + B!. 

Las relaciones (9) y (11) determinan los coeficientes Ai y Ci- 
Solo falta saber cuál es el signo de la diferencia (Ai — Ci). 
La relación (10) se puede escribir así 

Al — Ci = [(A — C) cot 2 a — B] sen 2a. 

Substituyendo por cot 2a su valor deducido de la relación (8) 

.o A — C 

cot 2 a = — , 

— ±5 

se obtendrá simplificando 

El menor valor de a, que hemos designado por a^ y que fija com- 

pletamente la posición de los nuevos ejes, es menor que ^> y por 

consiguiente, sen 2 a es una cantidad positiva, lo mismo que la 
expresión (A — C)^ + B*. Así pues (12), la diferencia (Ai — Ci) 
se deberá tomar siempre con un signo contrario al de B, puesto 
que el producto 

(- B) (A - C) 

es positivo. Para fijar las ideas, supondremos que B sea nega* 
tivo, la diferencia (A — C) será entonces positiva, y tendre- 
mos (11) 



(13) Al — Ci = H- V(A ~ Cr + B». 

De las relaciones (9) y (13), se deduce 
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Ai = I (A + C) +1 ^(A - C)^ + B^ 

Ci = I (A + c)-^^(A- cy + B». 

109. Ecuación de los coeficientes de la reducida. — Ele- 
vando al cuadrado las relaciones (núm. 108, reí.® 9 y 11) 



Ai + Ci=A + C, Al -Ci = ± V(A-C)^ + B», 

y restando ordenadamente las relaciones así obtenidas, resulta 
simplificando 

(1) 4 AiCi = 4 AC — B*. 

La relación (1) y la (9) del núm. 108 

Al + Ci = A + C, A,Ct = ^^^-^\ 

demuestran que los coeficientes Ai y Ci de la ecuación redu- 
cida 

^ Aií^^ + Btx^ + Fi = O, 

son las raíces de la ecuación del 29 grado 



(2) S* - (A + OS + ^^^, ^' = 0. 



110. vértices y ejes de la curva. — Si en la ecuación de una 
cuadrática referida á su centro y á sus ejes 

(1) Aii/^ + B,x^ + Pi = O 

se hace i/ = O, se obtendrá la ecuación 
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Cik' + F, =0 

que determina las abscisas de los pantos de intersección A y A' 
de la curva con el eje de las x. Designando por O el origen y re- 
solviendo la precedente ecuación, se obtiene 



(2) 



«^=+V-^' 0A'=-V=í^- 



De un modo análogo, si se hace ce = O en la propia ecuación (1), 
se obtiene la ecuación 

Aii/' + P, = O 

que determina las ordenadas de los puntos de intersección B y B' 
de la curva con el eje de las y. 
Resolviendo esa ecuación, se obtiene 



(3) OB = + Vt"' ^^' = - V* 



Al 



Los cuatro puntos A, A', B, B*, así obtenidos son (núm. 96) los 
vértices de la curva considerada. 

Los vértices pueden ser reales ó imaginarios. 

Los ejes de la curva son dos segmentos que se toman respecti- 
vamente sobre los ejes ilimitados y que tienen por magnitudes 
"los duplos de las raíces cuadradas de las razones del valor abso- 
luto del término independiente á los valores absolutos de los coe- 
ficientes de los cuadrados de las variables. Designando por 2a y 
2& esas magnitudes, se tiene, por definición, 



(4) 2a = 2V|. 2ft = 2V||- 

Estos ejes siempre son reales. 
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Si los vértices son reales, los ejes de la curva son los segmen- 
tos que tienen por origen y por extremo los vértices situados en 
un mismo eje ilimitado. 

La locución eje de la curva, tiene dos acepciones: la actual y la 
que expusimos al tratar de los diámetros. En esta segunda acep- 
ción, se considera al eje desde el punto de vista de la dirección 
puramente: este es el eje ilimitado. En la primera acepción, el 
eje de la curva es un segmento de recta que tiene la magnitud in- 
dicada anteriormente y por base el eje ilimitado. 

Para introducir los ejes en la ecuación reducida distinguire- 
mos dos casos. 

I. Especie elipse» — En este caso la cantidad 

B* — 4AC= — 4AiCi 

es negativa. Por consiguiente, los coeficientes Ai y Ci tienen el 
mismo signo. Siempre se puede suponer que son positivos: si 
fueran negativos, se cambiaría el signo á toda la ecuación. 

Dividiendo por Fi la ecuación (1) de la reducida y poniendo de 
manifiesto los signos, revestirá, en el caso considerado, las for- 
mas 

Ahora bien, de las ecuaciones (4) se deduce, quitando los radi- 
cales é invirtiendo 



(R\ Ci _ 1 Al _ 1 



Introduciendo estos valores en las ecuaciones (5), resulta 






b 
y separando los signos, 
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(7) S+|í = l. (8) S+|-! = -l. 

La ecuación (7) representa una elipse real y la (8) una elipse 
imaginaria. La primera tiene cuatro vértices reales y los dos 
ejes encuentran á la curva. La segunda tiene cuatro vórtices ima- 
ginarios. 

Si se tiene Fi = O, la ecuación (1) de la reducida revestirá la 
forma 



ó bien, poniendo 



Al y^ + Ci cc^ = O, 



A\ = rr.i Ci = nr» 



a' ^ b' ' ^' 



que representa una elipse evanescente. 

II. Especie hipérbola. — En este caso la cantidad 

B« — 4AC = — 4AiCi 

es positiva. Por consiguiente, los coeficientes Ai y Ci tienen sig- 
nos contrarios. Siempre se puede suponer que el coeficiente 
Al es positivo; si fuese negativo, se cambiarla el signo á toda la 
ecuación. 

La ecuación (1) de la reducida, poniendo de manifiesto los sig- 
nos, revestirá, en este caso, las formas 



Al 2 Ci 2 -i_ 1 



Introduciendo los valores (6) 



Fi a'' Ff ?>•' 
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y separando los signos, se obtendrá 

Ambas ecuaciones representan hipérbolas reales, que tienen 
dos vértices reales y dos imaginarios, pero los reales están dis- 
puestos de diferente modo. En ambas hipérbolas, un solo eje 
ilimitado encuentra á la curva: en la representada por la ecua- 
ción (9) el eje que encuentra á la curva es el que coincide con el eje 
de las y, y en la que representa la ecuación (10) es el eje que 
coincide con el eje de las x. 

El eje, magnitud que tiene por base el eje ilimitado que encuen- 
tra á la curva, se denomina eje transverso, y el otro, eje no trans- 
verso- 

Las hipérbolas consideradas se llaman conjugadas. 

Si el término independiente es nulo, la reducida se convierte 
en (1) 



Al y^ — Ci x' = O, 



ó bien, poniendo 



A, = ^, Ci = ¿, 

b a» ' 

Descomponiendo la diferencia de cuadrados, se obtiene 

(|-;)(f+í)=». 

y la ecuación considerada se descompone en estas dos ecuacio- 
nes 

b a b a 

que representan dos rectas que pasan por el origen. 
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111. Ecuación de los cuadrados de los ejes.— Si en la ex- 
presión 

se reemplaza S por los valores absolutos de los coeficientes Ai y 
Ci , los valores correspondientes de /^* sei*án (núm. 110, reí.® 4) 
los cuadrados de los semiejes & y a. Pero los coeficientes men- 
cionados Al , Ci , son las raíces de la ecuación (núm. 109, reí. 2) 



(2) S* - (A + OS + ^ ^^, ^' = 0. 



Por consiííuiente, S tiene el mismo significado en las relaciones 
(1) y (2). Eliminando á S entre estas ecuaciones, se obtiene 

(3) ^^G-B' ^, _ p, (A + c)/x« + F,' = O, 



ecuación que da á conocer, cuando se resuelve con respecto á /**» 
los cuadrados de los semiejes. 

112. Parábola referida A su eje y A la tangente en el 
VÉRTICE — Se puede siempre suponer el sistema primitivo rec- 
tangular; si no lo fuese, se efectuaría la transformación indicada 
en el núm. 108. 

Si se pasa del sistema rectangular primitivo á otro también 
rectangular y del mismo origen convenientemente escogido, se 
podrá hacer desaparecer el coeficiente B. Pero como se tiene la 
relación B^ — 4 AC = 0, si desaparece B tiene que desaparecer 
A ó C. Supongamos que desaparezca C; la ecuación general re- 
vestirá entonces la forma 

(1) Aii/* + Di 1/ + El a; + F = 0. 

Queda por investigar cuáles son los nuevos ejes. Como el coe- 
ficiente angular de los diámetros en la parábola tiene por expre- 
sión (núm. 90. reí. 2) 
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B 

y como, además, B = O, se deduce m = 0. El nuevo eje de las x 
es, pues, un diámetro de la curva. El origen es un punto cual- 
quiera de este diámetro. 

Para operar una reducción ulterior, efectuemos una nueva 
transformación, escogiendo un sistema de ejes paralelos á los 
primitivos, de tal manera escogido que desaparezca el coeficien- 
te de y y el término independiente. La ecuación (1) revestirá en- 
tonces la forma final 

(2) AY + E'x = 0. 

Veamos cuál es el nuevo sistema de ejes. Como ha desapareci- 
do el término independiente, el nuevo origen es un punto de la 
parábola, y como los nuevos ejes son paralelos á los primitivos, 
el nuevo eje de las x seguirá siendo un diámetro de la curva. Es- 
to es lo que demuestra también la ecuación (2). En efecto, de es- 
ta ecuación se deduce que para cada valor de x hay dos valores 
de y iguales y de signos contrarios. El nuevo eje de las x es, pues, 
un diámetro de la curva. Por otra parte, si se tiene aj = O, resul- 
ta |/^ = 0; los dos valores de y se anulan, pues, cuando se anula 
a?. Luego el eje de las y es tangente á la curva, y como los ejes 
son rectangulares, será tangente en el vértice (núm. 102). La 
parábola representada por la ecuación (2), está, pues, referida á 
su eje y á la tangente en el vértice. 

A esta misma conclusión se llega si se considera la ecuación 

del eje de la parábola (núm. 97, reí. 1). Como se tiene <í> = -> la 
ecuación del eje se puede escribir así 

2 Al/ + Bx + D + ^ (2Caj + Bi/ + E) = O, 

y como se tiene B = C = D = O, la precedente ecuación se redu- 
ce á 
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y por consiguiente, 

El nuevo eje de las x es, pues, el eje de la parábola. Por otra 
parte, substituyéndolos valores B = C = D = P = en la ecua- 
ción general de la tangente 

(2 Al/' + Bx' + D)i/ + (2Ca:' + By' + E)aj + D?/' + E»' + 

+ 2F = 0, 

resulta 

2Ay'i/ + Ea; + Eaj' = 0. 

La ecuación de la tangente en el origen la obtendremos hacien- 
do en la precedente ecuación o?' = 0, i/' = 0. La ecuación se re- 
duce entonces á 

EíK = 0, 

ó bien 

05 = 0. 

El nuevo eje de las y es, pues, tangente á la curva. Finalmente, 
como los ejes son rectangulares, el nuevo origen es un vértice de 
la curva (núm. 102). 

113. Modo de efectuar la reducción de la ecuación gene- 
ral DEL SEGUNDO GRADO k LA FORMA MÁS SENCILLA EN EL CASO 
DE LA PARÁBOLA.— Sea 

(1) Al/* + Barí/ + C:c* + D-y + Ea; + F = O 

la ecuación general referida á un sistema cualquiera de ejes rec- 
tangulares. Tomemos como nuevos ejes otro sistema de ejes rec- 
tangulares del mismo origen, de tal suerte escogidos que desa- 
parezcan de la nueva ecuación los términos en a?i/ y en x^. Las 
fórmulas de transformación son 
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05 -= cri eos a — i/i sen «, y ^ xt sen « + i/i eos «. 
Substituyendo en la relación (1) y poniendo para abreviar 



(2) 



(3) 



' Al = A cos^ o. — B sen a eos « + C sen^ a, 

Di = D eos a — E sen a, 
. El = D sen a + E eos a, 

Bi = 2 (A — C) sen a eos a + B (eos* a — sen* a), 



(B.= 

lc.= 



A sen* a + B sen a eos a -f- C eos* a, 
resulta 

(4) Aiyi^ + Bixiyi + Cixi^ + 'Diyi + Ei ari -j- F = 0. 

El ángulo a se determinará por medio de las relaciones 

(5) Bi = 0, Ci = O, 
y la eeuaeión (5) revestirá la forma 

(6) Al ?/i* + Di 1/1 + El íri + F = 0. 
De las relaciones (3) y (5), se deduce 



(7) 



2 (A — C) sen a eos a + B (cos^a — señ^a) = O, 
B sen o. eos a + A sen^ a -[- C eos* a = 0. 



Eliminando á sen a eos a entre las precedentes ecuaciones, re- 
sulta 

(8) [2 (A — C)A + B^] sen* a + [2 (A - C)C — B^J eos* a = o. 

Pero se tiene, por hipótesis, 

B* =4AC. 

Substituyendo este valor en la relación (8), se obtiene simpli- 
ficando 
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(9) A sen* o — C eos* a = O 

De esta relación asociada con la relación conocida 

cos^ a -4- sen* a = 1, 
se deduce 

(10) sen* a = - — ^—-, eos* a — 



A + C A + C 

Falta saber cómo se deben combinar las signos de las expre- 
siones que resultan extrayendo la raíz cuadrada de las expresio- 
nes anteriores. 

Substituyendo los valores (10) en la relación (7) 

A sen* a -f C eos* a 

sen a eos a = — 15 y 

resulta simplificando 

Vac 



sen a eos a = — 



A+ C 



Como A y C son del mismo signo y A se puede suponer positi- 
vo, se deduce de la expresión anterior, que el producto sen a cosa 
es siempre negativo. Por consiguiente sen a y eos a tienen siem- 
pre signos contrarios. Luego, de las expresiones(lO), se deduce 



(11) sen 



"=-VaTC' <^OSa = ^y¡ 



A + C "^ \A+C 



En las anteriores expresiones, se deben tomar á un tiempo los 
signos superiores ó los inferiores. 

Substituyendo los valores (11) en las relaciones (2), se obtiene 



(12) A. = ^^ + fff^^ = A + C, 
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Va + c Va + c 

Efectuemos una segunda transformación de coordenadas. Trans- 
portemos paralelamente al punto M(a, b) el sistema de ejes pre- 
cedente, y sean Mee', My\ los nuevos ejes que son respectiva- 
mente paralelos á Oxi , Oyi . Las fórmulas de transformación 
son (núm. 21, reí.® 4) 

xi^ a + x\ yi = b + y\ 

Substituyendo estos valores en la relación (6) 

Am/1 * + Di yi + El ín + P = O, 
y poniendo para abreviar 



D' = 2Ai&+Di, 

( P' = Al &^ + Di b 



b + El a + P, 

se obtendrá 

(15) Al y'^ + D'í/' + El íc' + P' = 0. 

Determinemos las coordedadas del nuevo origen por medio de 
las relaciones 

(16) D' = 0, P' = 0, 
es decir, por medio de las relaciones (14) 

(17) 2 Al & + Di = O, Al !>2 + Di & + El a + P = 0. 
De la primera de las relaciones (16), se deduce 

aa) . = -^. 

Substituyendo este valor en la segunda, resulta 
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4AiP — Di« _, 

4A^ + Eia = 0. 

y despejando á a 

Di * — 4 Al F 



(19) a = 



4 Al El 



Las ecuaciones (18) y (19"^ determinan las coordenadas del nue- 
vo origen M, que es el vértice de la parábola. 
De las relaciones (15) y (16), se deduce 

(20) Axy'^ + Eia;'=:0, 

que es la ecuación reducida de la parábola. 
Poniendo 

(21) 2p = -^, 
la ecuación (20) reviste la forma 

(22) y'^ = 2vx\ 

La cantidad 2 p es el parámetro de la parábola. 
Substituyendo en la relación (21) por Ai y Ei sus valores (reí.® 
12 y 13) 

A A .*n TT ±: D Ve ±: E Va 

Al = A + C, El = , , 

VA+C 

se obtendrá 

:;: D VC±E VA 



(23) 2p = 



(A+ C) VA+ G~ 



114. Ecuación reducida de las tres curvas dec segundo 
ORDEN. — Si tomamos como origen un punto cualquiera R de la 
curva, como eje de las ce el diámetro que pasa por el punto R y 
como eje de las y la tangente en el propio punto R, la ecuación 
de la curva revestirá la forma 
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(1) A.Y + C'a;^ + E'a; = 0. 

En efecto, por pasar la curva por el origen, el término inde- 
pendiente desaparece, y la ecuación general revestirá la forma 

(2) Al/2 + {Bx + J))y + Ca;^ + Ea; = 0. 

Por otra parte, como la tangente á una curva del segundo or'- 
den es paralela á las cuerdas conjugadas del diámetro que pasa 
por el punto de contacto, cuerdas, que por definición, corta el 
diámetro en partes iguales, se deduce que para cada valor de 
X, la ecuación (2) debe dar dos valores de y iguales y de signos 
contrarios. Pero esto exige que se tenga 

Bíc + D = O 
cualquiera que sea el valor de x* Por consiguiente, se tiene 

B = O, D = 0. Q. E. D 

En la parábola, B y D no pueden desaparecer, sin que desapa- 
rezca C, porque si A desapareciera, la ecuación (2) se reduciría á 
la forma 

Cx^ + Ea; = O 

que representa el eje de las y y una paralela á este eje. Por con- 
siguiente, en el caso de la parábola, la ecuación general revestirá 
la forma 

A'i/^ + Wx = O, 

que está incluida en la relación general (1) y que corresponde al 
valor cero del coeficiente C 
Poniendo 

la ecuación (1) se convierte en 
(3) y^ = 2p'a; + q'x\ 

Geometría Analítica— 13 
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que es la ecuación reducida de las curvas del segundo orden y que 
se llama ecuación simplificada de las tres curvas. 

Los ejes á que está referida la anterior ecuación, pueden ser 
rectangulares ú oblicuos. Si son rectangulares, el origen coinci- 
de con uno de los vértices de la elipse ó de la hipérbola ó con el 
vértice único de la parábola. 

El binomio característico de las curvas del segundo orden cuan- 
do la ecuación general reviste la forma 

(3) y^ =2i)'x + q'x^ 

tiene por valor 

B* — 4AC = 4^'. 

Por consiguiente, la curva que representa la ecuación (3) es 
una elipse, si se tiene q^ <C 0; una hipérbola, si se tiene q' > 0; 
y una parábola, si se tiene q' = 0. 
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CAPITULO V. 



POCOS Y DIRECTRICES. ECUACIÓN POLAR DE LAS 
CURVAS DEL SEGUNDO ORDEN. 



115. Definiciones PRELIMINARES. — Se llama foco de una cua- 
drática á un punto del plano de la curva situado de modo que la 
distancia de un punto cualquiera de la curva á ese punto sea una 
función lineal de las coordenadas del punto. 

Sean Mío:, y) un punto cualquiera de una cuadrática, P(a, ^ 
un foco y S la distancia MP. Como la expresión (Zcc -f my + n) 
es una función lineal cualquiera, se tendrá, por definición, 

(1) S = Z o: + my -f- ^« 

Para demostrar la existencia de los focos, referiremos la curva 
considerada á ejes rectangulares y comenzaremos por transfor- 
mar la función lineal que figura en la relación anterior. 

Identificando la ecuación 

ZX + mY + n = 

que representa una recta, con la forma normal de Hesse (nú- 
mero 32) 

(2) X eos w -I- Y sen co — ^ = O, 

se obtienen las relaciones 

(3) ' m n . 



eos w sen w — u 

lí es la magnitud de la perpendicular bajada del origen á la recta 
que representa la ecuación (2), w es el ángulo que forma esa per- 
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pendicular con el eje de las ce y A es el valor común de las razones 
anteriores (3). 
De estas razones se deduce 

l== \ eos <«>, w = A sen <«>, n = — A A. 

Substituyendo en la relación (1), resulta 

(4) 8 = X {x eos « + 1/ sen <«> — h)- 

ir 

Ahora bien, como se tiene, por hipótesis, *í* = ñ' la relación 
(2)delnúm. 27 da 

^^ = {x-ay + (y-py^. 

Substituyendo en esta expresión por 8 su valor (4) y transpor- 
tando, resulta 

(5) íx — ^y + (v — P)^— ^^ {x eos O) + y sen w — a)2 == o. 

La precedente ecuación es del segundo grado con dos variables 
y representa por tanto una cuadrática. Identificándola con la 
ecuación general, se podrán determinar las coordenadas del foco 

PK /?). 

La ecuación (5) se denomina ecuación focal de las curvas del se- 
gundo orden. 
La ecuación 

(6>) X eos w + Y sen w — /i = o 

define una recta importante llamada directriz. Sea cZ la distancia 
del punto M(íc, ?/) á la directriz. Se tendrá (núm. 33) 

d== X eos ^ -\- y sen w — ^, 
y, por consiguiente (4) 
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La razón de las distancias de un punto cualquiera de la cuadrá- 
tica al foco y á la directriz correspondiente es, pues, una canti- 
dad constante. 

116. Identificación de la ecuación focal con la ecuación 
GENERAL DEL SEGUNDO GRADO- — La ecuación focal (núm. 115, 
reí. 5) 

(1) (x — a)2 + (y^ I3y — A« ix cos ^ + y sen u> — hy = 

se puede siempre identificar con la ecuación general 

Ay^ + Bxy + Cx^ + By + Ex .f P = 0. 

Para que esta identificación se pueda llevar á efecto, es necesa- 
rio y basta que se tengan las relaciones (núm. 66) 

A' " B' C' D' E' P' "■ ^' 
y, por consiguiente, 

(2) ^ = A', ^=B\ ^ = C\ 5-D\ ^=:E\ ^=F\ 
P P P P P p 

Desarrollando la ecuación focal (1) y ordenando, se obtiene 

(1 — A,* sen* w) 1/^ — 2^^ xy sen w eos w + (1 — A.' eos* w)íc* + 
+ (2X^ Asen co— 2)3) y + (2^2 /¿eos o, — 2 a)a; + a^ +P'' —X- h^ =0. 

Se tiene, pues, 

A' = 1 — X* sen'* w. B' = — 2 A.* sen w eos w, 

C = 1 — A* eos' O), D' = 2 (A^ h sen co — )3), 

E' = 2 (A^ A eos o> I- a), F =^ a^ + ^- ~ A« ^^ 
Substituyendo estos valores en las relaciones (2), se obtiene 
(3) ^ = i — \^ sen^ O), (4) - --= 2 (A* /i sen o, ~ ^3), 
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(5) — = — 2 A.' sen <«) eos «>, (6) — =2 (A.' h eos <» — a), 
P P 

(7) - = l-X*cos»üi, (8) -^'^aí+zS^ — X« A*. 

P P 

Tenemos, además, la ecuación tácita 

sen* w + eos* w = 1. 

En suma, tenemos siete ecuaciones con siete incógnitas :p, A.*, 
A, a, j8, sen «, eos w. El problema es, pues, perfectamente deter- 
minado. 

Comenzaremos por determinar la especie de curva que la ecua- 
ción focal representa. De las relaciones (3), (5) y (7) se deduce 
simplificando. 

ga 4 AC 

5 = 4 A^ sen' w eos* « — 4 (1 — X^ sen* «) (1 — 

- X* cos^ ü,) = 4 (A* - 1). 

Por consiguiente, la cuadrática que la ecuación focal represen- 
ta, es una elipse, si se tiene A. < 1; una hipérbola, si A > 1, y una 
parábola, si A =1. 

117. CÁLCULO DE LOS FOCOS Y DE LAS DIRECTRICES- -^SumandO 

las relaciones (3) y (7) 



A C 

— = 1 — A^ sen^ w, ^ = 1 — A* eos* « 

P P 



se obtiene 



(1) ^^^ = 2 - A» 

p 



Bestando las propias relaciones, resulta 
(2) ^^^^ = X'cos2<^, 
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Elevando en seguida al cuadrado la relación (2) y la (5) del nú- 
mero 116 

— = — X* sen 2 <•>, = A.* eos 2 <«>, 

P P 

y sumando ordenadamente, se obtiene 
y, por consiguiente 



P' 



1 



(3) \^ = ±^ VB^ -h(A-C)^ 

P 

Substituyendo este valor en la relación (1) 

A + C 



P 
y despejando á p, resulta 



= 2 — X^ 



(4) p = |[A + C± VB« + (A-C)^]. 

Poniendo este valor en la relación (3), se obtiene 



(5) ,,_ ±2VB* + (A-C)« 



A+pdz VB* +(A— o* 
Como ya se conocen las dos incógnitas ^' y p, las relaciones (3) 

y (7) 

— = 1 — A.^ sen* w — = 1 — X* eos ^ w, 

P P 

dan inmediatamente 



(6) sen o, =.• 1 y 1 - ^, eos cu = I ^1 ~ ^. 

Falta sólo determinar á «, )3, y ^. 
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Substituyendo los precedentes valores (6) en las relaciones (4) 

y (6) 

¿r- = ^* ^ sen <«> — iS, ST" = ^^ ^ eos w — a 
y despejando á a y /3, se obtiene 



(7) a = XhJl-^-^, fi = XhJl-^-^ 

\ P 2p \ p 2p 



E2stas relaciones darán á conocer las coordenadas a y /3 del foco 
F luego que se haya determinado á h. 

Substituyendo los precedentes valores (1) en la relación (núm. 
116, reí 8). 

a2 + ^» _ X« A» — ? r= o, 
P 

y desarrollando, se obtiene simplificando 



(8) X» 



C + A 



^*-~[EVi-7-'+D^i-f]A + 



E' + D» F 

4 2 ^í 

P P 



que es una ecuación del 29 grado asaz complexa (4). 
Por medio de la relación (núm. 117, reí. 1) 



A + C 



= 2-X% 



la ecuación (8), reviste la forma 

X 



(9) A« (X2 ^ 1) ;^2 



^L 



Ex 1 



p y p. 



h + 



4p^ P 



201 

Resolviendo esta ecuación con respecto á h, y substituyendo 
los valores de las raíces en las fórmulas (7), quedarán determina- 
das las coordenadas de los focos. 

118. Parábola. — Las relaciones precedentes se simplifican en 
el caso de la parábola. En efecto, se tiene entonces 

X = i, B*=4AC. 

Substituyendo este último valor en la fórmula que determina á 
P (núm. 117, reí. 4),'se encuentra 

(1) P =- A + C. 

Por medio de los precedentes valores de /> y de A, las relaciones 
6 y 7 del núm. 117 se convierten en 



(2) sen O) == -y| ^_j, ^ > eos <^ = y 



A + C 



^3) " = WaT^"'2(A+C)' ^ = WaT" 



2 (A+C) '^ AlA+C 

D 



'2 (A + C) . 



Por último, la ecuación (9") del núm. 117 tiene, en el caso consi- 
derado, una raíz infinita y la otra finita, determinada por la ecua- 
ción 



(4) (A + C)[e^^+D^^ 
+ F (A + C) = 0. 



_ Ei+JD^ , 



119 Aplicación de las fórmulas generales á las ecuacio- 
nes REDUCIDAS DE LAS CUADRÁTICAS CON CENTRO. — En este CasO 

se tiene 

B = O, D = O, E = O, 
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Substituyendo estos valores en las relaciones (4), (5), (6), (7) y 
(9) del núm. 117, se obtienen los dos grupos de fórmulas 



P = A 



(1) X» = ± 



sen <o = O, eos ««> 



= Ía/^-*' 



T\~T~' 



A-C 



A» (X» _ 1) /i» —^ =0, 



-XA Y 



A — C 



)8-0. 



P=C 



r 1 /c^=^ 

sen <«> = -r-A/ — - — » 



A — C 



C 



eos w = o, 



F 



(2) X' = =h f^—^ ^ \- (\= _ 1) ;í^ _ ^ =- o, 



a = 0, P^kh^l^^-^ 



I. Especie elipse.— Gomo la forma reducida de la eeuación de la 
elipse es 

a' y^ +b^x'' —H^b^ =0, 

se tendrá 

Supondremos a > &, y pondremos 

c* = a2 -~ &2 
Tendremos entonces 

A — C = a2 — &2 = c2, C — A=-c2. 

Substituyendo en el grupo (1), se obtiene 



(3) 



X2 = 



<? 



,2 ' 



a 



(1) 



(1) El signo {^\) quiere decir: por consiguiente. 
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(4) sen «> = O, eos «> = ± 1, 

(6) «=^> i8 = 0, 

a 

El grupo (2) da para P y sen w valores imaginarios. 
Discutamos los valores reales. Substituyendo en la relación (5) 
por (? — a^ , ( — 6^ ), simplificando y despejando á h^ se obtiene 

(7) h = ± ^, 

c 

Reemplazando en las relaciones (6) h por los precedentes valo- 
res, resulta 

a=zhc. P = 0. 

Existen, pues, en la elipse dos focos reales, situados en el eje 
mayor y equidistantes del centro. 

Ya'podemos determinar las directrices y las distancias á los fo- 
cos. Substituyendo en las relaciones (núm. 115, rel^ 2 y 4) 

S = X (a? eos <o 4- 1/ sen w — h), 

(8) : 

X eos w + Y sen w — A = O, 
os valores (4), (7) y (3) 



CL^ G 

sen<«> = 0, eos w = =t 1 h = ^ — > X = - 

c a 



resulta 



(9) 8 = =t:^q:a, (10) X T — = 0. 

a c 

Las ecuaciones (10) demuestran que hay dos directrices en la 
elipse, que son paralelas al eje menor y que están equidistantes 
del centro. 
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Falta solo discutir las fórmulas (9). La distancia 8 es esencial- 
mente positiva. Por consiguiente, tenemos que excluir los valores 

negativos de 8. Como ~es menor que 1 y como el valor máximo de 
a 

^ -, ex ex 

X es a, se deduce que — es menor que a : a es, pues, unacan- 

a a 

tidad negativa, lo propio que la cantidad — ( ~ "1" ^h ^^ valores 

admisibles de S son por tanto 

(11) 8=a-^, B,=:a+—, 

a a 

De las precedentes ecuaciones se deduce 

S + Sj = 2 a. 

Por consiguiente, la simia de las distancias de iin punto cualquie- 
ra de la elipse á los focos es una cantidad constante» 

II. Especie Aíp¿r&oía.— Consideremos primeramente la hipér- 
bola representada por la ecuación 

En este caso se tiene 

A = a2, C = — 6^^ P = a2&2, A-C = a^ + h^ = (?. 

El grupo (2) da valores imaginarios. Substituyendo los prece- 
dentes valores en el grupo (1), se obtiene finalmente 

(\ 
A. = --> senw = 0, cosw = ±:i, 
a 

c 
Substituyendo en las ecuaciones (8) los valores 

sen w = O, eos w = =t:l, ^ = ± — > 

c 
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se obtiene definitivamente 

c a a 

De las dos últimas relaciones se deduce 
(12) «1 — S = 2 a. 

La hipérbola tiene, pues, dos focos reales, situados en el eje 
transverso y equidistantes del centro, y dos directrices, que son 
paralelas al eje no transverso, y que equidistan del centro, como 
en la elipse, pero las directrices no están dispuestas en ambas 

curvas de la misma manera: en la elipse, la cantidad — es mayor 

que a y en la hipérbola menor; luego en la elipse, las directrices 
son exteriores á la curva y en la hipérbola, interiores. 

La relación (12) demuestra el siguiente teorema: La diferencia 
de las distancicís de un punto cualquiera de la hipérbola á los focos es 
una cantidad constante. 

De la misma manera se estudiará la hipérbola conjugada repre- 
sentada por la ecuación 

. a^y^' — b'x^ — a''h^-=0. 

Pero en este caso el grupo (2) es el que da los valores reales. 
Los resultados finales son: 



c 



O o 

Para una investigación ulterior, necesitamos calcular el valor 
de la ordenada positiva que pasa por uno de los focos; esta orde- 
nada corresponde á la abscisa del foco. 

Consideremos la elipse representada por la ecuación 
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El punto M de la elipse que corresponde á la ordenada y-\ que 
pasa por al foco F, tiene c por abscisa. Por consiguiente, bare* 
mos x = c en la ecuación precedente y despejaremos á y. Así ob* 
tendremos 

62 



a a 

La ordenada'i/] está, pues, dada por la fórmula 

(13) 1/,=^. 

El mismo cálculo es aplicable á la hipérbola. La ordenada posi- 
tiva que pasa por uno de los focos tiene por valor 

(14) 1/1=^. 

a 

120. Aplicación de las fórmulas generales i. la ecüactón 
REDUCIDA DE LAS TRES CURVAS.— Como la ecuación reducida de la 
parábola es de la forma 

1/2 — 2 p a: = O, 

se deduce que se tiene 

A=l, B = 0, C=0, D = 0, E=— 2p, P = 0. 

Substituyendo estos valores en las fórmulas (2), (3) y (4) del 
núm. 118, se obtiene 

(1) sen w = o, cos<«>=l, 

(2) a = A + p, a = 0, 

2 p /¿ + p2 =: 0. 
De la última relación se saca 
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(3) k = -¡ 



Las coordenadas del foco tienen, pues, por valores (2) y (3) 
= 1. i8 = 0. 



a : 



Por consiguiente, la parábola tiene un solo foco, situado en el 
eje de la curva y á una distancia del vértice igual al semiparáme- 
tro de la curva. 

Finalmente, sustituyendo en las relaciones (núm. 119, reís. 8) 

8 = X (o; eos w + y sen <*> — A), 
X eos w + Y sen **> — h =0, 
los valores (1) y (3) 

A = 1, senw = 0, eos w = 1, ^==~"k^ 
se obtiene 

La directriz de la parábola es, pues, normal al eje de la curva. 

De la relación A. = l se deduce el siguiente teorema: La distan- 
cia de un punto cualquiera de la parábola al foco es igual á la distan- 
cia del propio punto á la directriz. 

La ordenada positiva i/i que pasa por el foco, corresponde á 

la abscisa ^ del foco. Haciendo, pues, en la ecuación simplificada 
de la parábola 



y = ^ V2 p X, 

p 
x—'-r- Y tomando el valor positivo, se obtiene 

(4) Vi =P' 
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121. Aplicación de las fórmulas generales A la ecuación 
REDUCIDA DE LAS TRES CURVAS — S¡ se escogenlcomo ejes de coor- 
denadas un eje de la cuadrática y la tangente en el vértice, la 
ecuación de las cuadráticas reviste la forma (núm. 114) 

(1) '¡/^ — 2px — qo(? = 0. 

El caso que corresponde, á g' = O ya se estudió en el número 

precedente. Supondremos, por tanto, que q es diferente de cero. 

Comparando la ecuación precedente (1) con la general, resulta 

A = l, B=0, C = — 7, D = 0, E = — 2p, F = 0. 

Substituyendo estos valores en las fórmulas generales (núm. 
117) se llega á los resultados siguientes: 
Las fórmulas (4) y (5) dan primeramente 



(2) p = l, A=/v/l-t-ry. 

Las fórmulas (6) y (7) dan en seguida 
(3>l * sen w = O, eos w = 1, 

(4) a = ha+q)+P, fi = 0. 

Por último, la relación (9) de la ecuación del 29 grado 

(5) (1 +q) qh^ + 2 p (1 + q) h + p^ =0. 

El binomio característico de esta ecuación tiene por valor 

2>2 — 4ac = 4 [p2 (1 + ^)' - p' g (1 + q)] = 4 p2 (1 + ql 
Resolviendo la ecuación (5) resulta, pues. 



^^^ ''- VlT^^q) 
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Substituyendo este valor en las relaciones (4), se obtiene final- 
mente 



P .L,P 



(7) a = -.^±^Vl + g, P^o. 



Substituyendo los valores (3) y C6) en la ecuación 

X eos w + Y sen w — h = o, 
se obtiene 

(8) X + 2=p--f= = 0, 

que son las ecuaciones de las directrices. 

De las relaciones (7) pasamos á deducir los valores de los pará- 
metros VJQ' 

En la elipse, q es negativo y las distancias de los focos al vér- 
tice escogido como origen, tienen por valores (a — c) y (a + c). 
Se tienen, pues, las relaciones (7) 

a + c=^- + ^ Vi — q^ a — c^-—- Vi — q- 

q q ^ • q q 

Sumando y restando ordenadamente las precedentes relacio- 
nes, se obtiene 

(9) a = 2, c = 2vr^^ 

(1 Q 

Dividiendo las precedentes relaciones, resulta 



y, por consiguiente. 



í^ = Vi - (/. 

a 



1 c' 



etoiMtríi Aialftl6i-U 
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Substituyendo en la precedente ecuación por c* su valor a? — 6*, 
se obtiene 

(10) 9= i;- 

Reemplazando en la relación (9) 

p = aq 
q por el precedente valor (10), resulta 

p = —- 
a 

De la misma manera se procede en el caso de la hipérbola; q es 
entonces positivo y los valores dea son: — (c + a) y (c — a). Subs- 
tituyendo en las relaciones (7), se obtiene 



+ a = + 2 + H Vi + g, c - a = -^ + E Vi + g. 



De las precedentes relaciones se deduce, como anteriormente, 



(11) p = ~, q=:^,^ 



122. Ecuación de la polar con relación A una cuadrática 
REPRESENTADA POR LA ECUACIÓN FOCAL. — Comenzaremos por 
determinar la ecuación de la tangente. 

Sean M'{x\ y'), M"(íc", y'') dos puntos de una cuadrática re- 
presentada por la ecuación 

(1) dx — ay + (y — py — A2(^ eos O) + ]/ sen o> — liY = 0. 

Expresando analíticamente que los puntos M' y M" están en 
la cuadrática considerada, se tendrán las ecuaciones (1) 
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(2) i ^^' ~" ""^^ "*" ^^' "~ '^^^ ~ ^^^^' ^^^ co + í/' sen O) - ;^)« = o, 
I (x»' — a)8 + (i/" — i8)8 - X«(cc" eos O) + y^' sen co — ;í)« = 0. 



Restando ordenadamente las precedentes relaciones, descom- 
poniendo las diferencias de cuadrados y poniendo para abreviar 

(3) S = (^' + a;'0 eos ^ + iy' + y'') sen « — 2A, 
se obtiene 

(o:' + íc" - 2a) {x' - x'^) + [y' + y^^ ~ 2 ^) [y' - ?/'') - 

— X» S (íc' — ÍC'O eos O) — X2 g (y» _ y„) se^ ^ = Q^ 

Dividiendo la precedente ecuación por Co?*^ — a: 'O, se obtiene 
x' + íc" — 2a — X2 Scoso> + 

+ b' + 1/" - 2i3 - A^ S sen co] ^^í^^ = 0. 

Despejando al coeficiente angular y poniendo por S su valor (3), 
resulta 

(4) t^:^^^ 

a;' + ¿c^' — 2 a — X» [{x' + a;'0 eos o) + {y' + VO sen cd — 2 A] eos o) 
1/' +l/" — 2i8--A» [(a;' + a;") eos w + (^' + ^") sen « — 2 /i] sen w' 

Haciendo en la relación anterior (4) 

x'^x\ y' = y'\ 
se obtendrá 



g — A^ (a;^ eos <^ + ?/^ sQp <^ — ^) eos 



(O 



^' — P — A^ (a;' eos <^ + y' sen w — U) sen 
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La precedente expresión es el valor del coeficiente angular da 
la tangente á la cuadrática considerada (núm. 73). 
Pondremos para abreviar 

(6) U = £c eos w -f 1/ sen ^ — h, U' = ce' eos w + ?/' sen <»» — h^ 

y sustituiremos el coeficiente angular precedente (5) en la ecua^ 
ción de la tangente (núm. 74) 

y~y' = lim ~Er^ ^^ " ^')- 
Quitando el denominador, resultará (6) 

(7) (y - 1/0 iv' -1^) + (.x — X') ix' -a) = \^\J\y - 1/0 sen « -u 

+ AS^Ü'Ca: — x') eos o). 

. Sumando y quitando al segundo miembro de la relación prece* 
dente la cantidad A^U'^, se obtendrá (6) 

A.* JJ\y — 1/0 sen <«> + A-^u^Ca? — ce') eos x = A^U'Ccc eos « + 
+ y sen <«> — /¿) — A* U' (ce' eos « + i/' sen <«> — A) = X^ ü ü' — 

— A2u'^ 

Substituyendo esta expresión en la relación (7), resulta 

(8) (y - 2/0 (y' — P) + (x- xO ix' - a) = A^üü' - A^U' - . 

Por otra parte, se tiene la relación (2) y (6) 

(9) {x' — a)2 + (y - /3)2 = x2(^» eos ü) + ^' sen ü) — hy == 

= A2U'^ 

Sumando ordenadamente las ecuaciones (8) y (9), se obtiene 
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iy — V') W — i3) + (íc - x') {s¿ — a) + (y' — P)^ + (a;' ~ o)^ = 

= X*UÜ'. 

Sacando factores comunes y substituyendo por U y U'sus va- 
lores (6), se obtiene finalmente 

(10) {y — P) {y' -P) + {x-a)(ix' — a) = k-\x eos « + 
+ y sen w — W {x' eos <»> + i/' sen w — h), 

que es la ecuación simplificada de la tangente á una cuadrática 
representadada por la ecuación focal. 

Substituyendo en la precedente ecuación (10) {x, y) por (cci, yi) 
y (x\ 2/') por (íc, y), resulta la ecuación 

(11) (y, —P){y-P)+ (xi — a) (x — a) = \^{x^ eos cu + 
+ y I sen <•* — 7i) (jx- eos ^ •{- y sen « — h), 

que es la ecuación de la polar del punto P(a?i, y\) con relación á 
una cuadrática representada por la ecuación focal (núm. 77).. 

Esta forma (11) de la ecuación de la polar, demuestra inme- 
diatamente un teorema importante, Si ^ft la ecuación (11) pone- 
mos 

aJi = a, í/i = ^, 
ésta ecuación se reduce á 

X eos <«> + 1/ sen w — ^ = O, 

que es la ecuación de la directriz. Por consiguiente, si el poíd 
coincide con un foco, la polar se confunde con la directriz corres- 
pondiente. 

123. EcüAaÓN POLAR DE LAS CUADRÁTICAS.— Com O las direc- 
trices son normales al eje de la cuadrática en que están situados 
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los focos, se puede tomar este eje como eje de las abscisas y un 
foco como origen. Escogiendo como origen el foco F que corres- 
ponde á la directriz (D) representada por la ecuación 

X + A = O, 

se tendrán las igualdades 

a == o, fi=0, sen<«>=rO, cosw = — 1. 

Substituyendo los precedentes valores en la ecuación focal 

{x — o.y + (y — P)^ — A2(aj eos O) + 1/ sen iú — hY= O, 
resultará 

y, por consiguiente, 

(1) \fx' + y' =±\(x + h). 

Para expresar esta ecuación en coordenadas polares, escoge- 
remos como polo el foco F y como eje polar el eje Fíc. Las fórmu- 
las de transformación son 

x= r eos S, y = 7* sen S. 
Substituyendo estos valores en la relación (1), resulta 



i.?- CCS 



8±A. 



Despejando á r y separando los signos, resultarán la ecuacio- 
nes 

(2) r = — 4^. (3) ~^^ 



1 — A. eos S 1 + X eos S 
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Como se admiten radios vectores negativos, una sola ecuación 

es suficiente. Enefec- 
^* to, sean(fig. 44): Peí 

polo, Fx el eje polar 
y A el punto que tie- 
ne por coordenada» 
PA = ri, zFx = Sj- 
La fórmula (2) da co- 
mo expresión del ra- 
dio vector FA 




ris 44^ 



(4)PA = 



1 — AcosSj^ 



Si hacemos en la fórmula (3) 8 == Sj -f tt, obtendremos el valor 
del radio vector PA', estimado en la misma dirección que PA- 
pero en sentido contrario; y como haciendo en la fórmula (3) la 
substitución indicada, se obtiene 



PA' = 



■\h 



kk 



1 + A. eos (t 4- Sj ; 



1 — A eos ^i 



se deduce (4) 



- PA' = FA. 



Si, pues, se toma en sentido contrario (de P á 2) el radio vector 
PA', se reproduce el punto A. 

Por consiguiente, la fórmula (3) reproduce todos los valore» 
dados por la (2) y bastará conservar esta última. 

Palta calcular los valores de los parámetros A. ^ y A. Para lle- 
var á efecto esta determinación, escogeremos dos puntos de la 
cuadrática considerada cuyas coordenadas polares podamos cal- 
cular con facilidad. Expresando que las coordenadas de los pun- 
tos mencionados verifican la ecuación polar de la cuadrática, ob- ' 
tendremos dos ecuaciones con dos incógnitas >^hy h. 

Escogeremos como primer punto el punto M que corresponde 
á la ordenada 1/1 que pasa por el foco. Las coordenadas polares áe\ 
punto M son 
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Si substituimos estos valores en la ecuación 

""1 — A. eos ^ 
obtendremos 

Vi =x^. 

El parámetro A.^ es, pues, igual (núm. 119 reí.® 13 y 14) á 

— en la elipse y en la hipérbola y á (núm. 120) p en la parábola: 
a 

A /i es el parámetro que hemos simbolizado por p. Reemplazando 

en la ecuación (2) A^ por p, se obtiene 

(5) r=- 



s8 



Falta determinar á A. Para esto escogeremos el vértice A de 
una cuadrática con centro que está más cerca del foco F que se 
ha tomado como polo y el vértice único en la parábola. El ángulo 
polar es igual á ^ y el radio vector FA es igual á (a — c) en la elip» 

se, á (c — a) en la hipérbola, yá^ en la parábola. Haremos, 

pues, sucesivamente en la ecuación (5) 

ó = TT, r = a — c, p = — ? 

a 

d = TT, r = c — a, p = — ) 

a 

y así obtendremos las ecuaciones 
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ía\ &^ &* P P^ 

(O) a — C = —Tz — r— TT» C — a = — Tz — ¡— TT> - = q — ¡— r* 

a (1 + A) a (1 + A) 2 1 + A 



Teniendo en consideración la relación c* = a* — &*, se dedu- 
ce de la primera de las ecuaciones (6) 

a 

cantidad menor que 1. 

Teniendo en cuenta la relación c? = a^ + b^ , se deduce de la 
segunda de las ecuaciones (6) 



A = ^, 



cantidad mayor que 1. 
La última de las relaciones (6) da inmediatamente 

A = l. 
En suma, la ecuación polar 

__ P 

Y = í 

1 — A. eos S 

representa una elipse, si A. es menor que la unidad; una hipérbo- 
la, si A. es mayor que la unidad; y una parábola si A es iguálala 
unidad. 
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CAPITULO VI. 



SECCIONES CÓNICAS. 



J^i¿. ^S. 



124. Secciones planas del cono recto de base circular.— 
TJna sección plana es la línea que produce un plano en una super- 
ficie. Nos proponemos estudiar las secciones planas de un cono 
recto de base circular cuando el plano secante no es paralelo á la 
base del cono. 

El método que seguiremos no es enteramente analítico: el mé- 
todo puramente analítico es del dominio de la Geometría de tres 
dimensiones. 

Sea (fig. 45) S A B 
un cono recto de ba- 
se circular que cor- 
taremos por un apla- 
no (P) normal al de- 
terminado por las ge- 
neratrices SA y SB, 
plano que tomare- 
mos como plano de 
la figura. 

Sean Ox la traza 
del plano (P) con el 
de la figura, y OM 
una parte de la sec- 
ción originada por 
ese plano. 

Tomaremos como ejes de coordenadas la traza Cte y la perpen- 
dicular Oy & esta traza situada en el plano (P). 
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Sean m un punto cualquiera de la sección considerada y mp su 
ordenada. Por la recta mp haremos pasar un plano (P') paralelo al 
de la base del cono y que producirá una sección circular. Como 
el plano secante aOy y el plano (PO son ambos perpendiculares al 
plano ASB, se deduce que la intersección mp de esos dos planos 
será perpendicular al plano ASB, y, por consiguiente^ á la recta 
ab contenida en este plano. El segmento de recta mp es, pues, una 
ordenada al diámetro del círculo amb y será, por tanto, media pro- 
porcional entre los dos segmentos del diámetro. Sean (o?, y) las 
coordenadas del punto m. La Geometría elemental da la relación 
fundamental 

(1) mp =-y = a p. p b. 

Designaremos por a el ángulo ASH, que es el ángulo genera- 
dor del cono, por /8 el ángulo SCte que forma la traza Ox con la ge- 
neratriz aS y por d la distancia SO. El triángulo Oap da inmedia- 
tamente el valor de ap. En efecto, aplicando la ley de los senos y 
poniendo por los ángulos sus valores en función de los elementos 
dados, se obtiene 



ap >sen {yr — P) ___ sen P 



X r^ \ eos o. 

sen 



y, por consiguiente, 

/QN — __ sen P 

{2) ap — x- • 

eos a 

Para calcular el valor del seggmento pb, proyectaremos sobre 
el eje de bz normal á S&, el contorno poligonal SOpb y su resultan- 
te S&. Como esta t51t¡ma es normal al eje de proyección, será nu- 
la su proyección, y con arreglo al teorema fundamental de la teo- 
ría de las proyecciones, se tendrá 

C3) Pz SO + Pz O^ + Pz i^ = 0. 

Mas se tiene 

Pz SO = (í eos OSz = d sen 2a = 2d sen a eos a, 
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PaOp = XCOS XCZ = XCOS (x^ + ÍTCB j 

= — X sen xcB = — X sen (P + 2a), 

Pz pb = p& eos hbz =^ pí) eos (tt — p&z) = — pb eos a, 

Substituyendo estos valores en la relaeion (3) y despejando á 

pb, se obtiene 

íA\ "T o ^ sen ()8 + 2a) 

(4) pb = 2d sen a — x 

eos a 

Substituyendo en la relación (1) los valores (2) y (4), resulta 



.V o __ 2d sen a sen jS sen ^ sen ()8 + 2a) g 

eos a COS^ a * 



que es la eeuaeión déla seeción OM, y eomo esta ecuación repre- 
senta una cuadrática, se deduce que las secciones planas de un 
cono recto de base circular son curvas del segundo orden. 

El binomio característico de las curvas del segundo grado tie- 
ne en la cuestión actual por valor. 

^2 _ 4 A Q ^ __ 4 sen P sen (P + 2o) 

COS^a 

Como P es menor que ^, sen fi es positivo, así como cos^ a. El 
signo de la precedente expresión depende, pues, exclusivamen- 
te, del signo que tenga el factor sen (fi + 2a). Si sen (/3 + 2a) es 
positivo, el binomio considerado es negativo, y la curva es una 
elipse. Si sen (fi + 2a) es nulo, el binomio es igual á cero, y la cur- 
va es una parábola. Por último, si sen (fi + 2a) es negativo, el bil 
nomio es positivo, y la curva es una hipérbola. 

En el primer caso, ^ + 2a es menor que t; en el segundo es isnxai 
á ^, y en el tercero, es mayor que ^. 

Examinemos las diferentes posiciones del plano secante. 
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En el primer caso (13 + 2a<C '^), el plano secante corta solamen- 
te el manto inferior del cono y á todas las generatrices. En el se- 
gundo ()8 + 2a = -ít), el plano secante es paralelo á la generatriz 
SB; ON es la traza de este plano, recta paralela á SB. Finalmen- 
te, en el tercer caso ()S + 2a > tt), la traza del plano secante está 
comprendida entre las rectas ON y OA, y, por consiguiente, el 
plano secante corta á los dos mantos del cono- 

Queda por investigar si una cuadrática dada se puede siempre 
hacer coincidir con una sección cónica de un cono dado. 

La ecuación de la cuadrática siempre puede revestir la forma 

(6) r = 2pa: + qx'^ , 

y veamos si es siempre posible identificarla con la ecuación de las 
secciones cónicas (5) 

2 2fl spn avspn P sen jQ sen (^ + 2a) ^ 

eos a COS^ a 

Como los coeficientes de y^ son iguales á la unidad en ambas 
ecuaciones, es necesario y basta para que las ecuaciones conside- 
radas sean idénticas, que se tenga (núm. 66) 

... d sen a sen P 

(7) P == ■ ' 

eos a 

sen /8 sen (i3 -f- 2a) 

(8) ^/ = Tz:r: 



Como a es una cantidad conocida, la cuestión se reduce á inves- 
tigar si hay siempre valores áedy P que satisfagan alas anterio- 
res relaciones. Si hay para P un valor admisible, la relación (7) 
dará siempre el valor correspondiente de d. Sólo tenemos, pues, 
que discutir la relación (8). 

De la fórmula trigonométrica conocida 

eos (a + b) — eos {a~b) = — 2 sen a sen b, 
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se saca fácilmente 

— sen P sen (fi + 2a) = ^ eos (2fi + 2a) — y eos 2a. 

Substituyendo esta expresión en la relación (8,) se obtiene 

2^ cos^ o = eos (2/8 + 2a) — eos 2a. 
De la precedente relación, se deduce 

(9) eos (2P + 2a) = 2q cos^ a -+- eos 2a = 2 (7 + 1) cos^ a — l. 

De la precedente relación se saca el valor de 2P + 2a, y por 
consiguiente, el de P, Pero para que esta solución sea admisible, 
es necesario que se tenga 

cos2 (2)8 + 2a) < 1. 

Substituyendo por eos (2)8 + 2a) su valor (9), se obtiene 

[2(q + l) cos2 a — 1]2 — 12 < 0. 

Descomponiendo la diferencia de cuadrados, resulta 

4 (g + 1) cos2 a [{q + 1) eos^ a — 1] < 0. 

Como el primer factor i (q + 1) cos^ a es siempre positivo, para 
que la precedente desigualdad se verifique, basta que se tenga 

(q + 1) cos2 a — 1< 0; 
y, por consiguiente, 



(10) cosa<-— I 



V^ + 1 

La fracción que figura en el segundo miembro de la preceden- 
te desigualdad, es mayor que 1 en la elipse é igual á 1 en la pará- 
bola: La desigualdad (10) se verifica, pues, siempre en estos dos 



í 
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casos. Pero cuando se trata de la hipérbola» se necesita una con- 
dición adicional, porque en este caso pudiera no verificarse la des* 
igualdad indicada. 

La ecuación que determina los coeficientes angulares de las 
asíntotas es en el caso general (núm. 81, reí 2) 

Aa^ + Ba + G = 0. 

En el caso actual se tiene (6) 

A = 1, B = O, C = — q, 
y la precedente ecuación se reduce á 

a2 _ Q = o, 
y, por consiguiente, 

a = ± V^ 

Esto expuesto, sea y el ángulo que forma con el eje de las x la 
asíntota cuyo coeficiente angular es + \/q. 
Como los ejes son rectangulares, se tendrá 

tang y = Vq. 
y, por consiguiente, 

(11) eos y = 



Vi + tang2 y VI + q 

De las relaciones (10) y (11), se deduce 

eos a <C eos y, 
y, por consiguiente 

a>y. 



224 

El ángulo generador del cono dado, tiene, pues, que ser mayor 
que el semiángulo de las asíntotas de una hipérbola dada para 
que ésta se pueda colocar en el cono. 

Con excepción del caso en que la precedente condición no se 
realice, se puede afirmar que toda curva del segundo orden se 
puede siempre hacer coincidir con una sección cónica de un cono 
dado. 

Así pues, en tesis general, todas las secciones cónicas son cur- 
vas del segundo orden y todas las curvas del segundo orden se 
pueden considerar como secciones cónicas, pues aun cuando una 
hipérbola dada no se pueda colocar en un cono cuyo ángulo gene- 
rador sea menor que el semiángulo de las asíntotas, siempre es 
posible hallar un cono en que se pueda colocar la hipérbola consi" 
derada. Esto justifica el nombre de cónicas que se da general- 
mente á las cuadráticas. Cónicas y cuadráticas son expresiones 
sinónimas. 

125. Observación importante — En este libro y en el anterior, 
se han expuesto las nociones fundamentales de la Geometría ana- 
lítica, de dos dimensiones, y en esa exposición se ha procurado 
tratar -todas las cuestiones por métodos elementales, pero unifor- 
mes y generales, como imperiosamente lo exige la índole peculiar 
de la Geometría analítica. El estudio especial délas curvas del 
segundo orden no es ya sino una mera aplicación de las fórmulas 
generales á las ecuaciones reducidas de esas curvas. Sin embargo, 
aun cuando ese estudio especial no sea ya sino una serie de coro- 
larios de la teoría general de las curvas del segundo orden, como 
esta teoría es de suyo asaz abstracta, pasamos á emprender el es- 
tudio directo de las propiedades fundamentales de las curvas del 
segundo grado, basado en el análisis de sus ecuaciones reducidas 
De esa suerte, los libros primero y tercero de estos Elementos, 
constituirán un verdadero prontuario de Geometría analítica de 
dos dimensiones. 



LIBRO TERCERO 



Estudio especial de las curvas del segundo grado. 



CAPITULO PRIMERO 



ESTUDIO ESPECIAL DE LA ELIPSE 



126. Definición de la elipse.— La elipse es una curva carac- 
terizada t)or esta propiedad: La suma de las distancias de un punto 
cualquiera de la curva á dos puntos fijos, es una cantidad constante» 

Sean (fig. 46) F y F' 
los dos puntos ñjos, que 
se llaman focos. La po- 
sición de un punto cual- 
quiera M de la elipse, 
se puede determinar si 
se conocen las distan- 
cias MF, MF' del pun- 
to considerado á cada 
uno de los puntos fijos 
y la región en que está 
situado el punto; estas 

distancias constituyen un sistema de coordenadas. En efecto, si 
se describen dos circunferencias que tengan por centros los pun- 
tos fijos y por radios las respectivas distancias dadas, laintersec- 
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ción de esas circunferencias dará á conocer la posición del punto 
M, puesto que se sabe en qué región está dicho punto. El punto 
de intersección que esté en esa región será la posición del pun- 
to M. 

Si no se indica la región en que está el punto desconocido, como 
las circunferencias mencionadas se cortan en dos puntos, no se 
sabrá cual de estos puntos es el pedido. Este es el inconveniente del 
sistema de coordenadas considerado, sistema que se llama bipolar , 
Los puntos fijos F y P' son, en este sistema, los polos y las distan- 
cias MP = r, MF' = r\ los radios vectores. 

Designando por 2a la suma constante (r + rO, la ecuación 

(1) r + r' = 2a, 

es la ecuación bipolar de la elipse y en ella está cifrada la defini- 
ción de esta curva. 

Por medio de la ecuación precedente, se puede construir por 
puntos la elipse. Dado el valor de r, la relación (1) determina el de 
r\ pero para que estos valores sean efectivamente las coordena- 
das de un punto de la elipse, es necesario que las circunferencias 
que tienen por radios r j 2a — r, se corten realmente. Designa- 
remos por 2a la distancia PF' de los centros. Expresando que es- 
ta distancia es menor que la suma de los radios, se obtendrá (1) 

2c < r + r' = 2a. 

La magnitud lineal que representa á 2a es, pues, mayor que 
FF'. Sean AA' esa magnitud y O el punto medio de AA' y FF^ 

Expresando que la distancia 2c de los centros es mayor que la 
diferencia de los radios, suponiendo que r sea el radio menor, se 
tendrá (1) 

2c > r' —r = 2a — 2r; 

es decir, 



En la figura considerada, (a — c) es igual á AF. El radio menor 
r tiene, pues, que ser mayor que AF: igual á AC, por ejemplo. 
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Las circunferencias descritas con los puntos P y P' como centros 
y con los radios AC, A'C, darán dos puntos de la elipse. Cambian- 
do entre sí los radios, pero conservando los mismos centros, se 
obtienen otros dos puntos de la elipse. Escogiendo otro punto en- 
tre P y P', se obtendrán otros cuatro puntos, y así sucesivamente. 
127. Ecuación cartesiana de la elipse. — Escogeremos como 
ejes de coordenadas (fig. 46) la recta focal PP' como eje de las x y 
la perpendicular Oy levantada á FP' en su punto medio O como 
eje de las y. Sean (¿r, y) las coordenadas del punto M. La figura da 
los valores 

MP=yr OP = ít?, PP = aj-~c. P'P = a; + c. 

Como los puntos P y P' tienen por coordenadas (c, 0), ( — c, 0), 
se tendrá (núm. 27, reí. 3) 

(2) FM'=r'^ =1/^ +(x + c)-, FM'-=r^=y' +(x — c)\ 

Restando ordenadamente las precedentes relaciones y descom- 
poniendo la diferencia de cuadrados, resulta 

(?-' — r) (r' + r) = 4tcx. 

Substituyendo en la precedente relación (r + r') por 2a, se ob- 
tiene 

, ^ 2gx 

a 



De las relaciones 










r + 


r' = 2a, 


r 


— r' = 


2cx 

7 

a 


se deduce 










(3) ^•' = 


, ex 

- a -T — j 
a 


7 


' = a - 


GX 

a 


Substituyendo en 1 


a relación (2) 








r" =v' 


-V{x 


+ c)^ 
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r' por su valor (3), se obtiene 



(a+^^)'-í/2 + (a:+c)' 



Desarrollando, reduciendo y sacando factores, resulta 

a"" y'' + (a^ - c") x^ = a* (a^ — c'). 

Designando por h^ la cantidad positiva (a* — c^ ), se obtiene, fi- 
nalmente 

(4) cr 2/2 + 52 ^ = aH2 , 

que es la ecuación de la elipse en coordenadas cartesianas. 

Dividiendo la ecuación (4) por a^ b^ la ecuación de la elipse re- 
viste la forma 

*> 2 

(o) ?+p-i' 

Hay que tener presente la relación 

^2 =^- «2 _ ^2 ^ 

128. Construcción de la elipse.— De la ecuación precedente 
de la elipse (núm. 127, 4), se deduce 



y = ±: — Va" — x^ . 
a 

Para cada valor de x, hay, pues, dos valores de y iguales y de 
signos contrarios. Por consiguiente, el eje de las x divide en dos 
partes iguales á las cuerdas de la elipse normales á dicho eje. Re- 
solviendo la ecuación con respecto á íc se probaría con la misma 
facilidad que el eje de las y divide en partes iguales á las cuerdas 
de la elipse normales á dicho eje. La recta que divide en partes 
iguales á las cuerdas de una curva normales á la recta se denomi- 
na eje de la curva. Los ejes de coordenadas son, pues, los ejes de 
la elipse. 



Para a? = ± a, resulta y • 



J^'á- *r 




f 








/^ 






>r^ 




Jp' 






y^ 


\ 
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^ 


^y 
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ix. 
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r 
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0. Así se obtienen los puntos A y A' 
en que la elipse cor- 
ta al eje de laso? (fíg. 
47). Para o? = O, re- 
sulta y=^b. Así 
se obtienen los pun- 
tos B y B' en que la 
elipse corta al eje de 
las y. 

Para que los valo- 
res de y sean reales, 
X debe estar com- 
prendida entre a y 
( — a). Cuando x de- 
crece de aáO, y cre- 
ce de O á ± &. Así se obtiene la porción B'AB de la elipse, que es 
una semielipse. Al decrecer x en valor efectivo de O á ( — a), y de- 
crece en valor absoluto de ± & á 0. Así se obtiene la porción res- 
tante BA'B' de la elipse. 

Como la elipse tiene á los ejes de coordenadas como ejes de si- 
metría, basta en rigor construir la cuarta parte de la elipse sola- 
mente. 

Las magnitudes AA' = 2a, BB' = 2b, se denominan ejes de la 
elipse: AA' es el eje mayor y BB' el menor. 

El punto O que se ha tomado como origen es un punto notable 
de la elipse. Sean (D) una recta cualquiera que pasa por el ori« 
gen y M (ce, y), M' (x\ y^) (fig. 47) los puntos de intersección de 
la recta (D) con la elipse- Esta recta tiene por ecuación (núm. 28) 

Como los puntos de intersección M y M' están á la vez en la rec- 
ta (D) y en la elipse, sus coordenadas serán las soluciones comu- 
nes de las ecuaciones 



y = gx, a^ y^ + b^ a? = cr" b^ . 
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Substituyendo en la segunda el valor de y dado por la primera, 
resulta 

ecuación que determina las abscisas de los puntos de intersec- 
ción. 
Despejando á x y separando las raícQ3, se obtiene 

^ ^ "^ Va^ g' + b'' "" Va-^ g' + b'' 

Substituyendo estos valores en la ecuación 

v^^gx, 
resultan los valores correspondientes de las ordenadas 



(7) y- . :\\ ,.. y'= ^ 



Va' g^ + 6'' Va« ^« + b 

De las relaciones (6) y (7), se deduce 

(8) x = — x\ y = —y\ 

Ahora bien, se tienen las relaciones (num. 27, reí 3) 



2 



OM = ^/x^ + í/S OM' = Vo;'^ + l/'^ 

y, por consiguiente (8), 

OM ^ OM'. 

El punto O divide, pues, en partes iguales á todas las cuerdas 
de la elipse que pasen por ese punto, y como se llama centro de 
una Curva el punto que divide en partes iguales á todas las cuer- 
das de la curva que pasen por el punto mencionado, se deduce que 
el punto O es el centro de la elipse. 
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Los puntos A, A', B, B', extremidades de los ejes, se denomi- 
nan vértices, 

129. Trazo de la elipse. — Ya indicamos un procedimiento pa- 
ra trazar la elipse (núm, 126). Indicaremos otro procedimiento 
para trazar por puntos la elipse y el fundamento de los compases 
elípticos. 

Si describimos sobre el eje mayor de una elipse como diámetro 
una circunferencia, esta tendrá por ecuación (núm. 51) 



(1) 



y^ + x^ = a^ 



Si, pues, designamos por Y é i/ las ordenadas del círculo y de 
la elipse considerados que corresponden á una misma abscisa o?, 
se tendrá (núms. 127 y 129, reís. 4 y 1) 



y = ±^Va^-x^ 



Y= ± Va* 



■OJ" 



Dividiendo las precedentes relaciones, se obtiene 



'S 



Y a 

Así pues, la ordenada de la elipse es á la ordenada correspondiente 
del circulo, como el semieje menor es al mayor. 

En este teorema se funda ti trazo siguiente: Sobre los ejes da- 
dos de la elipse co- 
mo'diámetros se des- 
criben dos circunfe- 
rencias d e círculo 
(fig, 48). Se traza 
un radio cualquiera 
Om del círculo ma- 
yor y por el punto 
de intersección co- 
rrespondiente m se 
traza la ordenada mp 
Por el punto de in- 
tersección n del ra- 
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dio considerado con la circunferencia menor, se traza una pará- 
lela nr al eje mayor hasta q be encuentre á la ordenada mp. El 
punto de intersección r es un punto de la elipse. En efecto, los 
triángulos semejantes mOp, mnr, dan la relación 



rp On ... y h 
-^ =7^ ó bien :^ = — 
mp Om Y a 



El punto r es, pues, un punto de la elipse que tiene por ejes las 
magnitudes AA' = 2a y BB' = 2&, 

Los compases elípticos están fundados en los teoremas siguien- 
tes: 

I. Sean (fig.49)Oxy 
Oy dos rectas perpen- 
diculares y cd una rec- 
ta movible y de longi- 
tud invariable que se 
mueve de modo que sus 
extremidades c y d es- 
tén constantemente en 
las rectas Ox, Oy. La 
curva descrita por un 
punto cualquiera m de 
la recta movible es una 
elipse. 



fij. 43 




Escogeremos como ejes de coordenadas las dos rectas dadas, 
Ot, Oy. Sean (x, y) las coordenadas de m. Pondremos 

Oc = ?¿, Od = V, md ^= a, me = b, de = ¿ = a + &• 

El triángulo rectángulo Ocd da la relación. 



Por otra parte, si se trazan las rectas mp y mh paralelas respec- 
tivamente áOy y Ox, se forman dos grupos de triángulos seme- 
jantes: mpc y dcO; dOc y dhm que dan las relacion'-)s 



233 



Od 



Oc mh 



Ud __ mp Uc mn 

de me' de dm 

ó bien, poniendo por las magnitudes sus símbolos, 



1 b' 



u 

I ' 



X 

a 



De las precedentes relaciones, se deduce 






u '■ 



Ix 
a 



Substituyendo estos valores en la relación (2). se obtiene 



2 2 

2^ ¿,2 



a 

que es la ecuación de la elipse (núm 127). Por consiguiente, la 
curva que describe el puntó m es una elipse que tiene por semie- 
jes los segmentos md y me- Cambiando la posición del punto m so- 
bre la recta cd, cambian los semiejes de la elipse. 

II. Sean Ox y Oif dos rectas perpendiculares y cd una recta 
movible, de longitud invariable, que se mueve de modo que sus 
extremidades cy d estén constantemente en las rectas Ox, Oy\ 
La curva descrita por un punto cualquiera m tomado en la pro- 
longación de la recta movible es una elipse (fig. 50). 

Escogeremos como 
ejes de coordenadas 
las semirectas Ox, 
Oy y pondremos 

Op = ce, mp == y, 

dm = ce, cm = &, 

de = I, Oc = u, 

• Od = v. 

El triángulo rec- 
tángulo Ode da la re- 
lación 
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(3) 
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í» = u* + v\ 



Los triángulos semejantes Ocie, cmp, por una parte, y O^, mdh, 
por la otra dan ]as relaciones 



V 1 


U X 

7 = a' 


por consiguiente, 




V--, 


Ix 
u = — • 
a 


Substituyendo en la relación (3), resulta 


x'y' 


= 1. 



ecuación de una elipse. Así pues, el punto m describe una elipse 
que tiene por semiejes los segmentos substractivos md, me. 

130. Directrices. — Se ha encontrado como valor del radio vec- 
torlMP.(núm. 127, reí. 3) 

MP =r = a——, 
a 

Ó bien, sacando á - como factor 
a 



(1) 

X es la abscisa del 
punto M (fig. 51). 

Sea GH la recta 
que tiene por ecua- 
ción 



(2) X=— , 

c 

y que es una para- 
lela al eje de las y- 
La distancia del 
punto M á la recta 
GH está dada por 
la relación (núm 33, reí 8) 




rtj.^j 
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(3) MD = ^^ X, 

c 

Dividiendo las relaciones (1) y (2), resulta 

MD a' 

Así pues, la razón de las distancias de un punto cualquiera de 
la elipse al foco P y á la recta GH, es una cantidad constante. La 
recta GH, representada por la ecuación (3), es la directriz relativa 

al foco P. La constante -- se llama excentricidad. 

a 

De la misma manera se estudiará la directriz relativa al otro 

foco P', directriz que tiene por ecuación 



«2 

(4) X=~-. 



Las directrices de la elipse equidistan del centro y son, ade- 
más, exteriores á la elipse. 

Es fácil construir las directrices. La distancia de una directriz 
al centro de la elipse es, en valor absoluto, una tercera proporcio- 
nal entre a y c. Para construir esa distancia, construiremos pri- 
meramente (fig. 51) el triángulo rectángulo OeP cuya hipotenusa 
Oe es igual á a. En seguida trazaremos á esta hipotenusa la per- 
pendicular eG hasta que encuentre al eje de las x. La magnitud 
OG es igual á la distancia buscada X. En efecto, el triángulo rec- 
tángulo OeG da la relación. 

0¡3 = OF. OG; 

a^=^cX OG, 

X = OG. 



es decir 



y, por consiguiente (2) 
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131. Ecuaciones DE LA ELIPSE. — Consideremos la ecuación de 
lalelipse resuelta con relación á y 



(1) y=±-\/a^ — a?. 

a 

Como X está comprendida entre — a y + a, la precedente ex- 
presión será racional, si se pone 

(2) X = ^ a eos <^. 
Substituyendo en la relación (l), resulta 

(3) y = ±bsen<l>. 
Las ecuaciones 

(4) x = a eos <í>, y = b sen <l>, 

dan á conocer la*s coordenadas de un punto cualquiera de la elip- 
se en función de la variable subsidiaria <^: son las ecuaciones de la 
elipse. La variable subsidiaria <l> puede variar de O á 2^. 

Eliminando á <l> entre las ecuaciones (4) de la elipse se reprodu- 
ce la ecuación primitiva. En efecto, de las ecuaciones (4), se de- 
duce 

X 1/ 

cos<í> = — > sen <¿ == — • 
a a 

Elevando al cuadrado las precedentes expresiones y sumando 
ordenadamente, se obtiene 



tí' ' 



^ +^ = 1 



que es la ecuación de la elipse. La ecuación precedente y las ecua- 
ciones (4) forman, pues, dos sistemas equivalentes. 
Las ecuaciones (2) y (3) 

(5) X = — a eos </>. y = — b sen <t> 
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equivalen también á la ecuación única de la elipse, porque elimi- 
nando á 4», como anteriormente, se obtiene la ecuación de la elipse 



^ 
a^ 



^ ^2 - -I- 



Pero las ecuaciones (5) dan las diferentes partes de la elipse 

ir 
en un orden inverso: cuando <t> varía deOá^< se obtiene la por- 

TT 

ción A'B' de la elipse; cuando i> varía de - á «•, se obtiene la 

¿i 

porción B'A; y las porciones AB, BA', se obtienen cuando ^ va- 

ría respectivamente de tt á ~ y de y á 2?r (fíg 47). 

132. Ecuación polar de la elipse. — Escogeremos como po- 
lo el foco P (fig. 52) y 
como eje polar la se mi- 
recta focal Fíc. Sean M 
un punto cualquiera de 
la elipse y r y S sus 
coordenadas polares. 
Designando por r ' el ra- 
dio vector F'M, por 2 c 
la distancia focal PP' 
y por 2a el eje mayor 
AA'delaelipse,el trián- 
gulo oblicuángulo MP'P 



^i¿. sz 




dará la relación 
(1) 



^.,2 ^^.2 _^^^.2 _^ 4,,^. eos S, 



puesjbo que eos MPP* = eos (^ — 8) = — eos 8. 
Substituyendo en la relación (1) por r' su valor 

r' = 2a — r, 
resulta simplificando 

a^ — ar = G^ -\- cr eos 8. 
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Despejando á r y poniendo por a' — ^ c'' su valor b*, se obtiene 

b» 
a + c eos S 

que es la ecuación polar de la elipse. 
Poniendo para abreviar 

c b^ 

a a 

la anterior ecuación reviste la forma 
(2) 



1 + c eos 3 



La fracción e es menor que 1 y ya dijimos que se llama excen- 
tricidad; la cantidad p se denomina parámetro^ y es fácil demos- 
trar por medio de la ecuación cartesiana de la elipse 



y=±- Va^^ r^ 
a 



que el parámetro p es igual á la ordenada positiva i/j que pasa 
por el foco. En efecto, esta magnitud se obtiene haciendo en la 
ecuación precedente. x = c y tomando el signo +. Efectuando la 
substitución indicada, resulta finalmente 

Vi=^' Q- E. D(i> 

La ecuación polar se puede también obtener por transforma- 
ción de coordenadas. El radio vector MP tiene por expresión 
(núm. 127, reí. 3) 

(3) r=a- ^- 

1 Q. E. D significa: que era lo que se tenía que demostrar. 
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Para encontrar el valor de x, proyectaremos sobre el eje poljir 
Poj, FM y el contorno PPM. Como la proyección de la resultan- 
te PM es igual á r eos S, la de PP igual á — (c — ít) y la de PM 
nula (fíg. 52), aplicando el teorema fundamental de la teoría de 
las proyecciones, se tendrá 



r eos S =r — (c — x). 



y despejando á x 



x-= c -\- r eos S. 

Substituyendo este valor en la relación (3) 

ar = a* — ex, 
resulta 

ar = a^ — c^ — cr eos 8 = &^ — cr eos S. 

Despejando á r, se obtiene 



a + c eos S 1 + e eos S 

La ecuación polar de la elipse se puede obtener también efec- 
tuando la transformación de coordenadas en la ecuación car- 
tesiana de esa curva. El cálculo es muy parecido al que expon- 
dremos cuando se trate de la hipérbola. 

133. Discusión de la ecuación polar de la elipse.— Sean 
(íig. 53) P el polo, ¥x el eje polar y 



(1) . ^ 



1 + e cus S 

la ecuación que pasamos á discutir. Como se supone que e es me- 
nor que la unidad, es fácil ver que el radio vector es siempre fi- 
nito. 

En efecto, el valor de 8 que anula el denominador de la prece- 
dente fracción (1) y que es igual á 
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are eos 



(-3 



es un valor imposible, puesto que - es una fracción mayor que 

e 

la unidad. La curva que se discute es, pues, una curva cerrada. 



«-" '•=rT^=pA. 



Para (fi^. 53) 



8:- 






r = p = PB, 



r - 



P 



= PC, 



1 — e 



Al crecer S de O á ^r, eos 5 decrece en valor efectivo de + 1 á 
^ ^ — li y, por consi- 
go' -nc -^^ 7? guiente, r crece de 

FAáPC;asíseob. 
tiene la porción 
ABC de la curva. 
Al crecer S de ^ á 
2ir, eos 8 crece en 
valor efectivo de . 
-- 1 á+ 1, y, por 
consiguiente r de- 
crece de FC á PA; así se obtiene la otra porción CDA de la 
curva. 

Es fácil ver que el eje polar es un eje de simetría de la curva. 
En efecto, designemos por a un ángulo cualquiera comprendi- 
do entre O y ^. Como se tiene 




eos a = eos (2 TT — a), 

se deduce de la ecuación (1) que para 8 = a y para 8 := 2^ — a. 
los valores correspondientes de r son iguales y del mismo signo, 
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En la figura considerada, los radios vectores Pa y F6, corres- 
ponden á los ángulos polares aPcc, 2» — aPcc, y los radios vecto- 
res Fe y Fd, corresponden á los ángulos cFx, 2it — cPa?. Por 
consiguiente, se tiene 

Pa = P6, Pc = Pd, 

y como se tiene, además, 

aPA = &PA, cPC = dPC, 

se deduce la igualdad de los triángulos áFh y hFb\ cFg y g¥d. Por 
consiguiente, las cuerdas áb, cd, son perpendiculares al eje polar 
y este eje las divide en partes iguales. El eje polar es, pues, un 
eje de simetría de la curva. 

134. Ecuación de la tangente A la elipse.— La tangente 
á una curva es la posición limite que toma una secante de la cur- 
va cuando los dos puntos de intersección de la secante se tienden 
á confundir en un punto único. Solo consideramos la líneas pla- 
nas. 

Sean M^(x\ y'), M"(a:'\ í/") los dos puntos de intersección de 
una secante con una curva plana cualquiera. El coeficiente angu- 
lar de la secante M'M" tiene por expresión 

x' — x'' 

El límite de la precedente expresión cuando las diferencias 
(l/' — l/*Oí (íc* — oj'*)» tienden simultáneamente hacia cero es, por 
definición, el coeficiente angular /* de la tangente M'T á la curva 
considerada en el punto M'. Esto es lo que expresa la relación 

(1) /x = ]im'4-^=^- 

x' — ÍC " 

Ahora bien, como la tangente es una recta que pasa por un 
punto, que es el de contacto M' (a?', ?/'), su ecuación será de la 
forma (núm. 39) 

Stomiría Analítlci-16 
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A(y - y') + B(x - x') - O, 

ó introduciendo el coeficiente angular m de la tangente (núm. 30, 
reí. 3) 

(2) y — y' ^H'Cx — x'). 

Para aplicar esta ecuación á la elipse, nos fundaremos en las 
ecuaciones de la elipse (núm. 131, reí.® 4) 

X = a eos ^. y ^= b sen </>. 

Expresando analíticamente que los puntos M', M'', estañen 
la elipse, se tendrán las ecuaciones 



(3) 






eos ^', 1/' = & sen 4*\ 
eos <í>" y'' = 5 sen <í>". 



Substituyendo estos valores en la expresión del coeficiente an- 
gular de la secante de la elipse y aplicando una fórmula trigono- 
métrica conocida, se obtendrá 

y' — y^^ h sen ^* — sen </>** h 2 

jL-' — x''~' a eos <t>' — eos <^" "" a </>' + <í>"* 

sen -; 



Para ce' = ce" é y^ = y^\ se tiene evidentemente <#>' = </>". In- 
troduciendo estos valores en la relación precedente, obtendre- 
mos (1) 

1. y' —y' ' b COA <t>' 

hra — ^ = -1-, = /A. 

íc — x' a sen 9' 

» 
Substituyendo este valor en la ecuación general de la tangente 
(2) y poniendo por las coordenadas del punto de contacto sus va- 
lores (3; 
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cr' z= a eos i>\ y' = b sen i>\ 



se obtiene 



t/ — b sen 9'=: (;c — a eos 9 ) tt' 

</ sen 9 

Quitando el denominador y simplificando, resulta 

(4) ay sen 4*^ + bx eos <^' = ab, 

que es la ecuación de la tangente á la elipse. 

135. Ecuación de la tangente en su forma habitual. — 
Multiplicando por ab la ecuación (núm. 134, reí. 4) 

oy sen <t>' + bx eos <í>' = ob. 

y substituyendo por sen ^' f eos ^' sus valores (núm. 134, rel.^ 3) 

eos 9' = —7 sen 9 = — > 
íí b 

resulta 
(1) o^?/i/' + b^'xx' = a^b"", 

que es la forma habitual de la ecuación de la tangente á la elipse. 

136. Ecuación de la tangente á la elipse en función del 
COEFICIENTE ANGULAR. — De la ecuación de la tangente á la elipse 
(núm. 134, reí. 4) 

ay sen <í>' + bx eos </>' = ab, 
se deduce 

(1) ?/ = Cot <í>' + -r,' 

a sen 9 

El coeficiente angular m de la tangente está, pues, dado por la 
relación 
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(2) M=--cot^', 

a 

y, por consiguiente, 

(8) cot*'=-'^- 

De la precedente relación, se deduce 

(4) sen <í>' = ±: ^ 



Vl + cor ^' VaV^+&*^ 

Substituyendo los valores (8) y (4) en la ecuación (1), resulta 

(5) y = f^x± VaV" +?>", 

que es la ecuación de la tangente en función del coeficiente angu- 
lar. En realidad son dos ecuaciones, ^ue representan dos tangen 
tes paralelas: lo que demuestra que á toda tangente á la elipse co- 
rresponde otra tangente paralela. Más adelante se verá cómo se 
pueden trazar esas tangentes. 

187. Tangente paralela á una recta dada. —Sea 

y = mx -\- n 

la ecuación de la recta dada (D), Como la tangente buscada es pa- 
ralela á la recta (D), se tendrá 

/A = 77?. 

Substituyendo este valor en las ecuaciones (nám. 136, reí. 5) 



se obtendrá 



y = mx± Vf/'m' + l>'\ 
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que son las ecuaciones délas tangentes paralelas ala recta da- 
da (D). 

138. Tangente A la elipse tirada por un punto exte- 
rior.— Sean M(xu Vi) el punto dado y (núm. 136, reí. 5) 



(1) V-=t^x+ VaV +b'' 

la ecuación de la tangente pedida. La cuestión se reduce á deter- 
minar el coeficiente angular fi. 

Como la tangente pasa por el punto M, las coordenadas de es- 
te punto tienen que verificar la ecuación (1) de la tangente. Se 
tiene, pues, 



Elevando al cuadrado la precedente relación, se obtiene 

(2) {x, - a*) i^* - 2x,y,fi +y,''-b^= O, 

que es una ecuación completa del 29 grado. 
El binomio característico tiene por expresión 

2,» — 4ac = 4a;i*i/i* — 4(í/t^ — b^) (an* — a^) = 

Para que las raíces sean reales es necesario que se tenga 

(3) a^í/,» + b^xt^ —a^b'^ >0, 

y esta condición se cumple en el caso actual. En efecto, sea i/ la 
ordenada del punto de la elipse que tiene la misma abscisa que 
el punto M. Se tendrá 

(4) a^y^ + b^x,'' — a^b'' = O, 

y como el punto M es exterior á la elipse, se tiene evidente- 
mente 
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y, por consiguiente, 

(5) f/'i/r>aV- 

Sumando ordenadamente las relaciones (4) y (5)» se obtiene 

rt*l/i ' + &'x, - — a*62 > 0. Q. E. D 

Así pues, por un punto exterior se pueden siempre tirar dos 
tangentes á una elipse. 

Los coeficientes angulares de estas tangentes se obtienen re- 
solviendo la ecuación (2). Efectuando la resolución resulta 






Si el punto dado estuviera en el interior de la elipse, se ten- 
dría 

y, por consiguiente (4), 

Los valores (6) del coeficiente angular son, pues, imagina- 
rios. 

Por último, si el punto dado M está en la elipse, se tiene enton- 
ces 

y los valores (5) se reducen á uno solo 

• 2 2 2 ^ ' 

Xi — a a yi 



247 

En suma, por un punto dado se pueden siempre tirar á la elip- 
se dos tangentes, reales ó imafs^inarías. 

139. Normal Á LA ELIPSE.— Se llama normal á una curva pla- 
na la perpendicular á la tangente tirada por el punto de contacto 
en el plano de la curva. 

Sea fi' el coeficiente angular de la normal. La ecuación de la 
normal es de la forma (núm. 39) 

y — V' = h'ix — x'). 

Por otra parte, el coeficiente angular de la tangente tiene por 
valor (núm. 135, reí. 1) 

b'x' 

y como la normal es perpendicular á la tangente, los coeficientes 
angulares de estas rectas estarán ligados por la relación (núm. 32, 
reí. 8) 



1 - Vt ^' = 0. 
a y' 



Despejando á i^\ resulta 



u' = — ^* 



Substituyendo este valor en la relación (1), se obtiene 

Quitando el denominador y simplificando por medio de la rela- 
ción c^ =^ á^ — h^y resulta finalmente 

(2) 6 Vi/ — a^y'x + t'x'y' = 0. 

que es la ecuación de la normai á la elipse. 
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140. Tangente, normal, sübtangente y subnormal.— Za 
tangente, considerada como magnitud, es la longitud del segmento 
que tiene por extremidades el punto de contacto y el punto en que la 
tangente indeñnida carta al eje de las abscisas. 

La normal^ considerada como magnitud, es la longitud del seg- 
mento que tiene poi* extremidades el punto de contacto y el punto en 
que la normal indefinida corita al eje de las abscisas. 

Las proyecciones de la. tangente y de la normal sobre el eje de las 
abscisas^ se denominan respectivamente sübtangente y subnormal- 

141. Sübtangente y subnormal en la elipse.— Sean (fig. 

54) M(a:',?/*) el pun- 
to de contacto de la 
tangente Mí y M71 
]a normal. La abs- 
cisa x = Ot del pun- 
to í en que la tan- 
gente corta al eje de 
las X, se obtiene ha 
ciendo y ~ O en la 
ecuación de la tan- 
gente 



nj. S4 




aVy i-b'x'x=a'b' 



Así se obtiene 



x = Ot = 



X' 



El segmento pt =ta , proyección de mt sobre Ox, es, por defi- 
nición, la sübtangente. Se tiene, pues, 

ta = pt= Ot — Op = ^ — X\ 

Este valor se obtiene inmediatamente haciendo ^ = O en la ecua- 
ción de la tangente puesta en la forma 



y — y = 



b'x' , ,. 
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y despejando á 

X — x' = 0t — Op = ¿8 
Así se obtiene 

2 ) 2 

es decir, 



¿8 



a2 — x'^ 



expresión independiente del semieje menor h y aplicable por tan- 
to á una circunferencia que tenga por radio el semieje mayor a. 
Esto sugiere el procedimiento siguiente para trazar por un punto 
dado una tangente á la elipse. 

Se describe sobre el eje mayor como diámetro una circunfe- 
rencia y se prolonga la ordenada mp del punto dado m basta que 
encuentre á la circunferencia. Por el punto de intersección m' 
se tira á la circunferencia la tangente mH y se une el punto t en 
que encuentra al eje de las x con el punto m. La recta mt es la 
tangente pedida, porque la recta pt es también la subtangente de 
la elipse considerada. 

El segmento pn, proyección de la normal mn sobre el eje de las 
ce, es, por definición, la subnormal ub , y como se tiene 

ns = np = x" — On, 

se obtendrá el valor de la subnormal haciendo i/ = O en la ecua- 
ción de la normal 



• 




y despejando á 




X— 


-X'^ — {x' — 0?l) = — 718 . 


Así se obtiene 






tí'x' 



250 

142. Teorema. — La normal á la elipse es la bisectriz del ángulo 
de los radios vectores del punto de contacto. En efecto designemos 
por V y V (fig. 55) los ángulos PMN, P'MN que forma la nor- 
mal MN con los radios vectores MP, MP' y por m, m\ mi, los 
coeficientes angulares de las rectas MP, MP\ MN. Esta últi- 
ma recta es la normal á la elipse en el punto M. Como los puntos 
M, P, P', tienen respectivamente por coordenadas {x\ |/';, (c, o), 
( — c, o) los coeficientes angulares m y m^ estarán dados por las 
relaciones (núm. 40) 



m = 



X — c 



m 



y el de la normal por la relación (núm. 139) 



mj —To — ^' 
b.x 



Ahora bien, aplicando la fórmula que sirve para calcular el án- 
gulo de dos rectas cuando los ejes son rectangulares (núm. 32, 
reí. 7), se obtiene 



tang V 



m — mi 
1 + iitmi 



tang V 



mi — m 
1 + mi m' 



Substituyendo en es - 
tas fórmulas los pre- 
cedentes valores y 
efectuando las ope- 
raciones indicadas , 
resulta 

tang V = 
b'x'''-\-o''y''—b''cx'' 

tang V 




__ (a^ ~-??^).xy + <yV 
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Pero como el punto M está en la elipse, se tiene 

Substituyendo este valor en las precedentes expresiones y po- 
niendo por a' — b^ su valor, se obtiene simplificando 

tang V = ^', tang V - ^^ 

y, por consiguiente, 

V =V'. 

Luego la normal MN es la bisectriz del ángulo F'MF. 

143. Diámetros. — Se denomina diámetro de una curva plana á la 
linea que pasa por los puntos medios de un sistema de cuerdas parale- 
las. 

Consideremos en la elipse una serie de cuerdas paralelas á la 
recta (D) representada por la ecuación 

y= gx. 

Sea M'M" una cualquiera de estas cuerdas, que serán parale- 
las entre si. La ecuación de la recta indefinida M'M" es de la for- 
ma 

(1) y = gx + h. 

La ordenada h varía con las diferentes cuerdas, pero el coefi- 
ciente angular g es el mismo para todas. Designaremos por {x\ y^) 
{x\ i/'O las coordenadas de las extremidades M', M" de la cuer- 
da considerada y por (cci, yi) las coordenadas del punto medio Mi 
de esta cuerda; estas coordenadas están dadas por las relaciones 
(núm. 16) 

(2) Xx ^ y yx 



2 
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Dividiendo la segunda relación por la primera, se obtiene 

^"^^ X, x' + x''' 

Por otra parte, como ios puntos M* y M'* son á un tiempo pun- 
tos de la elipse y puntos de la recta representada por la ecuación 
(1), se tendrá 

(4) y' = gx' + /t, y'' = gx'' + K 

(5) aV' + &V^ = a'b\ r/'^í/"- + Í)V'^ = a3&^ 

Restando ordenamente las relaciones (4), se eliminada, y se 
obtiene 

y' -y''=gix--x''), 



y despejando á g 



V — y 

^ x' — x'' 



Multiplicando ordenadamente las- relaciones (3) y (6) 



Mi ^v ' + y' ' y' — y 

resulta 



Xi X ^ X X — X 



(7) ^=4^^^;- 

X\ ce * — ir"* 

Ahora bien, si se restan las relaciones (5) ordenadamente, se 
obtiene 

a^ iy'"' — 1/"*) + &' ú'^ ~ x'''^) = O, 
y, por consiguiente, 

y'' - 1/"^ _ ^ &: * 

Substituyendo esta expresión en la relación (7) se obtiene fi- 
nalmente 
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(8) ^^-^,. 

Xt cr 

tja, relación (7) se puede también transformar por medio de las 
ecuaciones de la elipse. En efecto, expresando que los puntos M' 
y M" están en la elipse, se obtiene (núm. 181) 

x' = a eos <t>\ y^ = b sen <t>\ 

x'' = a eos 4>'\ 1/'* = b sen <^". 

Substituyendo estos valores en la relación (7) y simplificando 
por medio de la identidad 

sen^ <t>' — sen* </>" = cos^ <A" — cos^ <t>\ 
se obtiene 

Xi a^ 

Despejando á 1/1 de la precedente relación y suprimiendo los 
Índices, resulta 

(9) y = -^^^. 

Las cantidades xéy cambian con el punto medio que se consi- 
dere, pero g no cambia. La relación anterior (9) es, pues, una 
ecuación con dos variables, y como es independiente del para' 
metro h que particulariza á la cuerda que se considere, será apli 
cablea cada uno de los punteas medios de las cuerdas paralelas 
del sistema considerado; la mencionada ecuación es, pues, la del 
diámetro respectivo. 

Para un valí>r determinado de g, la ecuación ^^) es la del áíámff- 
trocanjugado de la recta (Dj, Sí g varía, cambia la dirección ('j>múri 
de las cnerdas paralelas consideradas, y cambia, p<^r consi^nien' 
te, el diámetro conjaj^ado de esta dirección, y c/ftno g puede reci- 
bir una infinidad de valores, .se deduce que hay en la elipse ona 
infinidad de diámetros y que t/}flhH los díámetr^^ son recta» que 
pasan por el centro de la curva. 
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144. Diámetros conjugados- — Se dice que dos diámetros son con- 
jugados, cuando cada uno de ellos es paralelo á la recta conjugada del 
otro; en otros términos, dos diámetros son conjugados, cu/:indo ca- 
da uno de ellos divide ai partes iguales á las cuerdas parálelas al otro. 

Sean C'^) y (^') dos diámetros conjugados cualesquiera y m.mi' 
sus coeficientes angulares. Como la ecnación del diámetro (J^) es 
de )a forma (núm. 143, reí 9) 

a g 
se deduce 

(l; ,n = ~V- 

(r g • . 

Por otra parte, como (A') es paralelo á la dirección conjugada 
(D) del diámetro (^), se tiene 

(2) m^ = g. 

Multiplicando ordenadamente las relaciones (1) y (2), se ob- 
tiene 

(3) mm ¿ ? 

que es la relación fundamental que existe entre los coeficientes 
angulares de dos diámetros conjugados. 

245. Teorema. — La tangente trazada á la elipse por la extremidad 
de un diámetro^ es paralela al diámetro conjugado. 

En ejecto, sea (A) el diámetro que pasa por el punto de contac 
to M (íc', í/O de una tangente cualquiera y (A') el diámetro conju 
gado de (A). Como el diámetro (A) pasa pdr el origen y por el 
punto M, su coeficiente angular estará dado por la relación 

m = -• 

X 

Substituyendo este valor en la ecuación (núm. 144, reí 3) 



in ni — ? 

a' 
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y despejando &m', coeficiente angular del diámetro conjagado (A') 
se obtiene 



2 r 

a y 



que es precisamente el valor del coeficiente angular de la tangen- 
te en M, como se colige de la ecuación de la tangente 

Luego la tangente en M es paralela al diámetro (A') conjugado 
de (A). 

Corolario. — Las tangentes trazadas por las extremidades de un 
mismo diámetro son paralelas, ipovque B.mb3.s son paralelas al diá- 
metro conjugado del considerado. 

146. Relación entre las coordenadas de las extremida- 
des DE DOS diámetros CONJUGADOS. — Sean {x, y), (x\ y') las coor- 
denadas de las extremidades de dos diámetros conjugados (A) y 
(A'). Como los diámetros pasan por el origen, los coeficientes 
angulares m y m' de los diámetros conjugados considerados esta- 
rán dados por las relaciones 

(1) 

Pero como las extremidades de los diámetros (A\ (A'), son tam- 
bién puntos de la elipse, las coordenadas de esas extremidades 
verificarán las ecuaciones de la elipse 

Se tienen, pues, las relaciones 



V 


, y 


m=^-y 


m' = —. 


X 


x' 



j X = a eos <^, ?/ =^ & s 

\ x^ = a eos <l>\ !/' = ?> 



- . , „ =^ b sen <í>, 

(2) i ^, _ ._.. ^, --'-?> sen <#>'. 



Substituyendo en las relaciones (1), resulta 



/^x b sen <l> , b sen <t> 

(3) m = -.i m — 



a eos <l> a eos <^' 

Reemplazando en la relación (núm. 144, reí. 3) 
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mm 



b' 



los coeficientes angulares por los anteriores valores (3), se obtie- 
ne simplificando 

sen <A sen <^* = ~ eos </> eos <A'; 

es decir, 

eos (<!>' — <f>) =0, 

y, por consiguiente, 

{2k + 1> 



(4) 



^'-4> = 



Substituyendo el valor de <^' dado por la precedente relación en 
las expresiones (2) 



x' = a eos <í>', y^ = b sen <^', 



resulta 



(5) 



\x'=a eos 



¡ y^ = bsen 



i 



<^+ 



<!> + 



m + \)ir\ 


2 


m + i)t1 


2 



= — a sen <^, 
== b eos <^. 



De las relaciones (2) y (5), ^e deduce 
(6) 5==f 



y. 

b 



que son las relaciones buscadas. 

147. CÁLCULO DE LAS LONGITUDES DE DOS DIÁMETROS CONJUGA- 
DOS Y DEL ÁNGULO QüE FORMAN. —Sean 2a\ 2b\ las longitudes de 
dos diámetros conjugados (A), (A'), es decir, las longitudes de los 
segmentos de las rectas indefinidas (A), (A') que la elipse inter- 
cepta. Como los ejes son rectangulares, y como una de las extre- 
midades de las semilongitudes a\ b\ coincide con el origen, se 
tendrán las relaciones (núm. 27) 
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(7) ^»2 = ^ + ^^ ^^2=^^2 + y,2^ 

Substituyendo en las relaciones precedentes (7) los valores 
(núm. 146, reís. 2 y 5) 

0^ = a eos <í>, y = b sen <^ 

íc' = — a sen <^, y^ =b eos <í>, 
se obtiene 

(8) a'2 = a^ cos2 <^ + &2 sen2 ^^ ^f2 ^ ^2 g^^^ * + &2 cos^ <^, 

relaciones que determinan las semilongitudes de dos diámetros 
conjugados cualesquiera. 
Por medio de las igualdades 

cos^ <t> + sen^ <A = 1, c^ = a^ — 6^ , 

las anteriores expresiones (8) revisten la forma 

a'2 = «2 _ (^2 _ ^2 ) ggj^2 <^ = ^2 ^ ggy^2 ^^ 

&'2 = a' — (a^ — &2 ) cos^ </> = «^ — c^ cos^ </>. 

Multiplicando ordenadamente las precedentes relaciones, se 
obtiene 

a '2 ^>2 = q4 — ^^2 ^2 _|. ^4 j^^j^2 fj, ^Qg2 ^^ 

= a2 (a2 — c^ ) + c^ sen- <^ cos^ <l>. 
Poniendo por a' — c^ su valor, resulta 
(9; a'' &'• = a2 ^» + c^ sen^ <l> cos^ <#», 

3i se suman ordenadamente las relaciones (8), se obtiene 
(10) a'2 + &'3 ^ ^2 + 2,2 ^ 

relación que demuestra el siguiente teorema. 

SMMftría ibiaiHiea-17 
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Teorema. I de Apolonio. — La suma de los cuadrados de dos diá- 
metros conjugados es igual a la suma de los cuadrados de los ejes. 

Las relaciones (9) y (10) demuestran que los cuadrados a'^ , 6'^ , 
de las semilongitudes de dos diámetros conjugados, son las raices 
de la ecuación del segundo grado 

(11) ^ — 0(2 + &2 )2 + „2 53 + ^4 gen2 4, C0S2 <í» = O- 

Falta calcular el ángulo que forman los diámetros conjugados 
(A) y (A'). Sea U este ángulo. Como los ejes son rectangulares, 
el ángulo U estará dado por la relación (núm. 32) 



(12) tang U = 



1 + mili' 

Los coeficientes angulares de los diámetros conjugados consi- 
derados, tienen por expresiones 

V , í/' 

m=-y m' =-' 

X X 

Substituyendo por las coordenadas sus valores (5) 

X = a eos <t>, y = b sen ^, 

ce* = — a sen <t>, y^ "= b eos <l>, 
resulta 

^-„N b sen <t> , b eos é 

(13) m = -1 m' = T- 

a eos 9 a sen 9 

Substituyendo estos valores en la relación (12), se obtiene 



tang U = 



b / sen ^ I eos < />\ 

a Veos </» sen </>/ 
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Efectuando las operaciones indicadas y simplificando, se obtie- 
ne finalmente 

(14) tangU = -^ ^ 



¿^ sen 2<l> 

Esta es la fórmula buscada. Investiguemos el valor máximo de U. 
Este valor corresponde al máximo de tang U. Como tang U es 
una cantidad negativa, el máximo de tang U corresponde al mí- 
nimo de la fracción ^; que constituye la parte variable del 

1 

valor de tang U. Ahora bien, la fracción ttl es mínima, cuan- 

sen 29 

do sen 2<t> es máximo; es decir, cuando se tiene 



2*=| 6 *=j. 



Él máximo de tang U tiene, pues, por valor (14) 



tang Llin= 9~y 

cr 



y los coeficientes angulares respectivos mi, rw'i están entonces 
dados por las expresiones (13) 

b , b 

rwi = -> m i = 

a a 

Calculemos el valor de sen U. Substituyendo en la fórmula 

T._ tañer U 

sen U = 

V 1 -I- tang-ü 

tang U por su valor (14) 

tang ü ~ V T> 

<r sen 9 eos 9 

resulta 
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U — ^^ 

Va^ &^ + c* sen- <k cos^ <^ 

Mas se tiene la relación (9) 

a^ b^ + é sen^ ^ coa- <A = a'^ 6'- . 
Substituyendo este valor en la relación precedente, se obtiene 

sen U = -— -:> 
a b 

6 bien 

(14) a' b' sen ü = « f> 

La precedente relación demuestra el siguiente teorema. 

Teorema II de Apolonio. — La área del rectángulo constituido 
sobre los ejes es igual á li área del paralelogramo construido sobre dos 
diámetros conjugados. 

En efecto, la área del rectángulo construido sobre los ejes, tie- 
ne por valor 4a&, la área del paralelogramo construido sobre las 
longitudes de los diámetros conjugados considerados tiene por 
expresión áo^b' sen U, y la relación (14) demuestra que estas dos 
áreas son iguales. 

148. Ecuación de la elipse referida A dos diámetros con ju- 
gados. — Si escogemos como nuevos ejes dos diámetros conjuga- 
dos, obtendremos la ecuación de la elipse referida á este nuevo 
sistema de ejes, efectuando en la ecuación primitiva una transfor- 
mación de coordenadas. 

Como los nuevos ejes Oa!i Ot/t tienen el mismo origen O que'el 
sistema rectangular primitivo Oa?, O?/, las fórmulas de transfor- 
mación respectivas son las que sirven para pasar de un sistema 
rectangular á otro oblicuo del mismo origen (núm. 21, reís. 2), á 
saber 



{ X ■= Xi eos o, + Vi eos a*, 

( i/ = íCi sen o, + Vi sen a'. 
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Substituyendo los precedentes valores en la ecuación de la 
elipse 

a^y"" + &»a?^ = a^b\ 

y poniendo para abreviar 

(2) A = a* sen a + 6* cos^ a», C = a* sen^ a + ^^ eos* «. 

(3) B = 2a^ sen a sen a' + 2&'^ eos a eos a*, 
se obtiene 

(4) Al// + B.ri?/i + CíTi* + a'^ft* =0. 

Pero es fácil hacer ver que el coeficiente B es nulo. En efecto, 
como el sistema primitivo es rectangular, se tiene 

(5) m = tang a, m = tang a', 

y como los nuevos ejes son dos diámetros conjugados, los coefi- 
cientes angulares anteriores estarán ligados por la relación 



mm 



Substituyendo por los coeficientes angulares sus valores (5), 
resulta 

b^ 

(6) tang a tang a' = r, 

a 

es decir 

a^ sen o. sen a -\- h^ eos a eos a' = O, 

y por consiguiente (3), 

B =0. 
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Recíprocamente, si se tiene B = O, de la relación (3) se deduce 
entonces 

a^ sen a sen «' \ b^ eos o eos a' = 0; 

es decir, 

b^ 
tangatanf^a = — — > 

a 

y como tang a, tang a', son iguales á los coeficientes angulares 
de los nuevos ejes, se deduce que éstos constituyen un sistema 
de diámetros conjugados. 
Como B es igual á cero, la relación (4) se convierte en 

(7) Ai/i^ + Gxt^ _aV = 0, 

que es la ecuación de la elipse referida á dos diámetros conjuga- 
dos. Para darle otra forma, designaremos por Aj y Bi los puntos 
de intersección de la elipse con las semirectas Ox^, Oy^, y por 2a*, 
2b\ las longitudes de los diámetros conjugados considerados. 
Los puntos Ai y B^ tendrán respectivamente por coordenadas 
{a\ 0), (O, &0- Si, pues, se hace sucesivamente en la ecuación (7), 
l/i, = O, Xi = O, se obtendrá 

Ca^ —a^b^ =0, Ab'''-aH^ = 0, 

y, por consiguiente, 

rr 7)* a^ b^ 

(8) C = ^|-, A = ^. 



Substituyendo estos valores en la relación (7), resulta final- 
mente 

(9) ?!ii + ^ = i 

ecuación de la misma estructura que la primitiva de la elipse. ' 
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b 



2 + ,,2 — !• 



Por consiguiente, si rrii y ms designan los coeficientes angulares 
de dos diámetros conjugados con respecto al nuevo sistema de 
ejes, se tendrá la relación 

(10) wii rwa = ;^- 

149. Cuerdas suplementarias.— jSie llaman cnerdas suplementa- 
rias á las que parten de las extremidades de un mismo diámetro y re- 
matan de dos en dos en un mismo punto de la elipse. 

Sea Al A^ un diámetro cualquiera de la elipse y M un punto 
cualquiera de esta curva. Las cuerdas MA^, MA'i son, por defi- 
nición, dos cuerdas suplementarias. 

Para encontrar sus ecuaciones, escogeremos el diámetro A'iAi 
como eje de las ce y el conjugado de este diámetro como eje de las 
y. La ecuación de la elipse es entonces (núm. 148, reí 9) 



(1) 52+;7r = l. 



a'2 ^ tí' 



La recta MAi pasa por el punto Ai {a\ 0);su ecuación es, pues, 
de la forma (núm. 39) 

y r^ m (x — «')» 
ecuación que se puede escribir de esta manera 

6' 6' V c/V 

Poniendo 

la anterior ecuación se convierte en 
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(3) ^-('-J) 

De la misma manera, la ecuación de la recta MA'i que pasa por 
el punto A'i (— a\ 0), revestirá finalmente la forma 



(8, |r=.-(x+t.). 



En tesis general, las variables xéy son diferentes en las tres 
ecuaciones consideradas. Pero para el punto de intersección de 
las cuerdas suplementarias y para este punto solamente, las tres 
ecuaciones se verifican para un mismo sistema de valores de ¿c^é^. 
Sea, para fijar las ideas, {x\ y) este sistema común. Se tendrá 
entonces 

Multiplicando ordenadamente las dos últimas ecuaciones, re- 
sulta 

De las relaciones (4) y (5), se deduce 
y, por consiguiente, 

Substituyendo este valor en la relación (3), resulta 

(6) i-\('+~y 
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Las ecuaciones (2) y (6) 

en las que A. es un parámetro variable, son las ecuaciones de las 
cuerdas suplementarias que parten de las extremidades de un 
diámetro cualquiera. Para cada valor de^ las ecuaciones (7) dan 
una pareja de cuerdas suplementarias. 

Sean k y A:' los coeficientes angulares de dos cuerdas suplemen- 
tarias cualesquiera- De las ecuaciones (7), se deduce 

^ ~ _ ^ I.» >- ^ 

fC ■"" i y fC jv ' 

a aA 

Multiplicando ordenadamente las precedentes relaciones, re- 
sulta 

, &;2 

Comparando esta relación con la relación (núm. 148, reí 10) 

se deduce 

Si, pues, ^ es iguala mi, /<:' será igual á mj. Por consiguiente, 
dos cuerdas suplementarias son siempre paralelas á dos diámetros con- 
jugados. En virtud de esta propiedad, las cuerdas suplementarias 
facilitan mucho el trazo de los diámetros conjugados. 

Excusado decir que las consideraciones precedentes son apli- 
cables á los ejes. En efecto, los ejes constituyen un sistema pecu- 
liar de diámetros conjugados: son dos diámetros conjugados que 
forman un ángulo recto. 
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CAPITULO II 



ESTUDIO ESPECIAL DE LA HIFEBBOLA 



Tiy. S6 



150. Definición de la hipérbola.— La hipérbola es una cur- 
va caracterizada por esta propiedad: La diferencia de las distancias 
de un punto cualquiera de la curva á dos puntos ñjos es una cantidad 
constante. 

Sean (fig. 56), 
F y F' los puntos 
fijos, que se lla- 
man /ocos, M, un 
punto cualquiera 
de la curva y r, r^ 
los radios vecto- 
res MF, MF\ De- 
signando por 2a la 
constante, la anterior definición está cifrada en la relación 




(1) 



r = 2a, 



que es la ecuación bipolar de la hipérbola (núm. 126). 

Por medio de la ecuación precedente, se puede construir por 
puntos la hipérbola. Dado el valor de r, la relación (1) determina 
el de r\ pero para que estos valores sean efectivamente las coor- 
denadas de un punto de la hipérbola, es necesario que las circun- 
ferencias que tienen por centros los puntos F y F' y por radios 
las magnitudes r y r\ se corten realmente. 
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Expresando que la distancia PP' = 2c de los centros es mayor 
que la diferencia de los radios, se obtiene (1) 



2c > r' - r = 2a, ; 

y, por consiguiente, la magnitud lineal A A' que representa á 2a^ 
es menor que FP'. 

Expresando ahora que la distancia 2c de los centros es menor 
que la suma de los radios, se obtiene (1) 



2c <r' -h r = 2a + 2r, 



y, por consiguiente, 

(2) 



r^G — a. 



Sea O el punto medi9 de los segmentos AA' y PP\ En la figura 
considerada, c — a es igual á AP. Así pues (2), el radio menor tie- 
ne que ser mayor que AP: igual, por ejemplo, á AC. Las circunfe- 
rencias descritas con los puntos P y P' como centros y con los ra- 
dios AC, A'C darán dos puntos de la hipérbola. Cambiando entre sí 
los radios, pero conservando los mismos centros, se obtienen otros 
dos puntos de la hipérbola. Escogiendo otro punto exterior al seg- 
mento PP\ se obtendrán otros cuatro puntos, y así sucesivamente. 

151. Ecuación cartesiana de la hipérbola..— Escogeremos 
la recta focal P'P 
como eje de las x 
(fig. 57) y la per- 
pendicular á P'P 
en el punto medio 
O como eje de las 
y. La figura da las 
relaciones 



n:^. sr 



MP=r, .MP' = r, 




r ^ 
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PP = c — a. PP = c + ir. 

y como los puntos P, P' tienen por coordenadas (c, 0), (— c, 0), se 
tendrán las relaciones (núm. 27, reí. 8) 



(1) r' = Vi/» - (c + xf , r^\/i/^ + {c — x)^ . 

Substituyendo los precedentes valores en la relación 

r — r = 2a, 
se obtiene 



V]/ + (x + cf— V]/2 + (c- 0^)2 = 2a. 

Elevando al cuadrado esta relación, simplificando y aislando la 
parte irracional, se obtiene 



— V[i/2+ (o + a;)2 ] [í/2 + (c — a:)2] = 2a2— 1/2 — a^ _ c^ • 

Elevando de nuevo al cuadrado y efectuando la multiplicación 
indicada, resulta 

y* + 1/2 [(c + ír)2 _ (c - x)^ ] + (c2 -a:2 )2 = (2ei2 _ ^ _ ^j^ - c^ )^ 

Efectuando las operaciones indicadas y reduciendo, se obtiene 
finalmente 

(2) a2 1/2 + (a2 ~ c^ ) ír2 _ «2 (a2 — c2 ) = 0. 

Este método tiene un inconveniente: se ha partido de una ecua- 
ción irracional que se ha tenido que hacer racional mediante dos 
elevaciones al cuadrado, y asi se pueden introducir relaciones ex- 
trañas. Es preferible seguir el método que se indicó al tratar de 
k elipse (núm. 127). 

En efecto, con las dos elevaciones sucesivas al cuadrado, los sig- 
nos de los radicales desaparecen. La ecuación precedente (1) re- 
sulta algebraicamente de la ecuación general 
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±r±r' =2a, 
que incluye la ecuación de que partimos 

r' — r = 2a, 

y además, tres ecuaciones diferentes: 

— r' — r = 2a, r — r'=2t, r+r' = 2a. 

Las dos primeras no pueden representar ninguna línea porque 
sus primeros miembros son negativos y positivos los segundos. 
En el terreno geométrico, estas ecuaciones están, pues, excluidas 
de la ecuación general que analizamos. Esta tampoco incluye la 
última 

r' + r = 2a 

desde el punto de vista geométrico, porque la cantidad simboli- 
zada por c es en el caso actual mayor que a. Luego la ecuación (2) 
y la bipolar de la hipérbola son equivalentes, y por tanto la ecua- 
ción (2), cuando se supone c > a, es puramente la ecuación car- 
tesiana déla hipérbola 
Como a^ — c^ es una cantidad negativa, pondremos 

y la ecuación (2) de la hipérbola revestirá la forma 

(3) d^ y' — ¿>2 a;2 = — «2 62 

Dividiendo la precedente ecuación por ( — a^ b^ ), resulta la for- 
ma equivalente 

Es necesario tener presente la relación 
(5) o^^d' + b^. 
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Falta calcular las valores de los radios vectores. 
De la ecuación (3) se deduce 



7i" 
1/2 = -¿ (íT^ _ ^2 ), 



Substituyendo este valor en las relaciones (1) 



r' == V?/2 + (x + c)^ , r = Vi/2 t (x — c)2 , 

efectuando las operaciones indicadas y simplificando por medio 
de la relación (5), se obtiene 



(6) '^'=^¡^ + 2ca; + o\ r = -yj—^ - 2gx + aK 



Ahora bien, x es por lo menos igual áa y la fracción -^ es ma- 
ce 

yor que la unidad: ^ es pues, mayor que «, y como los radios vec- 
a 

tores r y ?'' son cantidades positivas, extrayendo raiz cuadrada de 

las expresiones (6), resultará 

(7) r' = h a, r = — —- a, 

a a 

que son las relaciones buscadas. 

152. Construcción de la hipérbola. — Resolviendo la ecua- 
ción de la hipérbola con respecto á y, se obtiene 

b 



(1) y = ±-\^a^ — a'. 

a 

La relación precedente demuestra que para cada valor de x, hay 
dos valores de y iguales y de signos contrarios. Por consiguiente 
el eje de las 03 divide en partes iguales aun sistema de cuerdas 
paralelas normales á este eje. Luego el eje de las x es un eje de 
simetría de la hipérbola. Resolviéndola ecuación de esta curva 
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con respecto á x, se demostraría de la misma manera que el eje de 
las yes otro eje de simetría de la hipérbola. Pero hay una diferen- 
cia capital entre estos ejes: el que coincide con el eje de las y no 
encuentra á la hipérbola. En efecto, si en la ecuación (1) hacemos 
X = O, resultan los dos valores imaginarios 



y = ±b V— 1. 



Sin embargo, se conviene en tomar sobre el eje de las y & uno 
y otro lado del origen, las magnitudes OB, OB' (fig. 58) iguales á 
6. El segmento BB', cuya longitud es 2b es el eje no transverso de 
la hipérbola. 

Para y =0, resulta x = ± a; marquemos estos dos puntos en 
la figura: A y A' son los vértices reales de la hipérbola, y el seg- 
mento AA', cuya longitud es 2a, es el eje transverso* 

Para valores de x 
menores que a ó ma- 
yores que ( — a), los 
valores de y son ima- 
ginarios; no hay, 
pues, ningún, punto 
de la curva entre las 
paralelas al eje de las 
y trazadas por los 
vértices A, A\ 

Cuando x creee de 
a á + 00 , j/ crece en 
valor absoluto de O 
á ±: Go. Así se obtie- 
ne la rama indefinida UAV de la hipérbola. 

Cuando x decrece en valor efectivo de — a á — oo, í/ crece en 
valor absoluto deOá=t:oo. Así se obtiene otra rama indefinida 
U'A'V. 

La hipérbola está, pues, formada por dos ramas indefinidas en 
ambos sentidos, que se llaman ramas inñnit as. 

El origen es un punto notable de la curva. En efecto, determi- 
nemos los puntos de intersección M (ce, y). M' (x\ y^) de una recta 
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cualquiera (D) que pase por el origen. La ecuación de esta recta 
será de la forma 

y =gx* 
Substituyendo este valor en la ecuación de la hipérbola 

se obtiene 

(2) (a2 (^^b^)a?=-—aH^, 

ecuación que da á conocer las abscisas x, x\ de los puntos de inter- 
sección M, M'. Estas abscisas son, pues, iguales y de signos con- 
trarios, y como las ordenadas correspondientes y, y\ se obtienen 
substituyendo en la ecuación 

(3) y= gx 
los valores (2) 

ab , — ab 



X = 



sfb^-a^^ s/b^-o^g" 



se deduce que las ordenadas y, y^ serán también iguales y de sig- 
nos contrarios. Ahora bien, como los segmentos OM, OM' están 
dados en magnitud por las fórmulas (núm. 27) 



OM =-- V ^2 + ,^3 ^ OM ' = Vx'- + y'^ , 

se deduce que las longitudes OM, OM' son iguales. Luego el pun- 
to O es el centro de la hipérbola. 

Pero hay ana particularidad notable. Si consideramos las rec- 
tas (S), (S') representadas por las ecuaciones 

(4) y—z:^^ y = —'z^i 

según estas direcciones no habrá cuerdas de la curva. 
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En efecto, como los coeficientes de las rectas (S), (8') que las an- 
teriores ecuaciones representan, están dados por las relaciones 

b b 

g = -y gr=i , 

a a 



de éstas s'e deduce 



' — b- •■- O, 



y, por consiguiente, la ecuación de las abscisas de los puntos de 
intersección (2) tendrán entonces sus raíces infinitas y por ende 
las ordenadas correspondientes serán también infinitas. Los pun- 
tos de intersección de las rectas (8), (8*) están, pues, en el infinito, 
lo que quiere decir que estas rectas no encuentran á la curva, co- 
mo no la encuentra tampoco el eje no transverso. Pero entre este 
eje y las rectas (8), (8') hay una diferencia esencial: la hipérbola se 
aparta constantemente del eje no transverso y se acerca sin ce- 
sar á las rectas (8,) (8'), como pasamos á demostrarlo. 

153. Asíntotas de la!hipéubola. — Se llama asíntota rectilineaó 
simplemente asíntota de una rama indeñnida de curva, d una recta 
que se acerca constantemente d la curva , pero sin llegar jamás d cor- 
tarla ni á tocarla. 

Sea (^) una asíntota de una rama infinita de curva y d la dis- 
tancia de un punto cualquiera M (x,y) de la curva ala asíntota (A). 
La anterior definición está cifrada en la relación 

(1) limcZ=0 para x=co. 

Esto expuesto, pasamos á demostrar que las rectas (8), (8'), de- 
finidas por las ecuaciones (núm, 152, reís. 4) 

(2) ay — &CC = O, ay + bx= O 

son asíntotas de la hipérbola. 

Consideremos primero la recta (8), que es la recta cd de la figu- 
ra 58. Sean d la distancia del punto M(a:, y) de la serai-rama AU 
á la recta cd, y d' la distancia del punto M'( — x, — y) de la semi- 

GMMttría Aflaiflica— II 
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rama A'V á la propia recta. Estas distancias se calcularán por 
medio de la fórmula (núm. 32, reí. 8) 

En el primer caso se tiene 

A = a, B = — &, C = O, y =yi X = X, 
y, por consiguiente (núm. 37) 

ay — bx 

^ "' — Va^ + tí' 

En el segundo caso se tiene 
A = a, B = — &, C = O, íc' = — X, y' = — V, 

y, por consiguiente, 

^ —oy + bx 

Las dos fórmulas anteriores se pueden condensar en una sola 
^ — ^y — ay—bx 

Substituyendo en las relaciones precedentes por la ordenada y 
su valor 

b 



(4) y= + - l^a- — a- , 

se obtiene 



„ b (^'^x rr — x) 

V (C + &- 
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Si se multiplican los dos términos de la fracción anterior por 



VaP — a^ + o?» 
resulta 



d^d' =- 



Por consiguiente, para x= od, se obtiene 
lim d = lim d^ = 0. 

Así pues, la recta (3) representada por la ecuación 

ay — bx = O 

es una asíntota de la hipérbola. 

Consideremos ahora la recta (S*), que es la recta 6/ de la figura 
58. Tomemos los puntos Mi ( — ce, y,) M'i {x, — y) en las semi-ra- 
mas A'ü\ AV, y sean d^i, d\^ sus respectivas distancias á la recta 
e/. Aplicando la indicada fórmula (3), se obtendrá como anterior- 
mente 



Va^ + &2 



Substituyendo por y su valor (4) y multiplicando los dos térmi- 
nos de la nueva fracción por 



l/^3 — ^2 _|. ^^ 

se obtiene 

"^ ' l/^^TF K Vx'-d' + x) 
Para ce = oo, resulta, pues, 

lim di = lim d\ = O, 
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y, por consiguiente la recta c/que tiene por ecuación 

ay -\- bx = O 

es otra asíntota de la hipérbola. 

Sean aya' los ángulos que forman las asíntotas con el eje de 
las x; es decir, los ángulos cOjc, eOx. Como los ejes son rectangu- 
lares, de las ecuaciones de las asíntotas 





b 
y-^-.-cc. 


b 




se deduce 








(5) 


b 
tanff a = — , 


tang a' — 


a 



Por consiguiente, las asíntotas de una hipérbola coinciden con las 
diagonales del rectángulo construido sobre los ejes, 

154. Hipérbola equilátera. — Una hipérbola es equilátera cuan- 
do suH asíntotas son perpendiculares» 

Substituyendo los valores de los coeficientes angulares de las 
asíntotas 

b , b 

g = -y y ='^7:' 

a a 

en la ecuación de perpendicularidad (núm. 32, reí. 8) 

i-^gg' = o, 

resulta 

y, por consiguiente, a = b. Los ejes de la hipérbola equilátera, son, 
pues, iguales- 

155.— Hipérbola referida á sus asíntotas. — Si se toman co- 
mo nuevos ejes las asíntotas de una hipérbola, se obtendrá la ecua- 
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ción de esta curva referida á los nuevos ejes, efectuando en la 
ecuación primitiva una transformación de coordenadas. 

Si escogemos como partes positivas de los nuevos ejes, las se- 
m i-rectas Oc, Oe, de la figura 58, los ejes presentarán la disposición 
que indica la fig. 59. 

Como los ejes 
primitivos son rec- 
tangulares, obli- 
cuos los nuevos y 
ambos sistemas 
tienen el mismo 
origen, habrá que 
pasar de un siste- 
ma rectangular á 
otro oblicuo del 
mismoorigen.Las 
fórmulas respecti- 
vas son (núm. 21, 
reís. 2): 

(1) x = Xi eos a + i/i eos a', v — Xi sen a + i/i sen a». 

Pero como los nuevos ejes coinciden con las asíntotas, se ten- 
drá 

tang a = — » tang a' = ■- 

a a 

De esta relaciones se deduce, poniendo de manifiéstelos signos 




eos a = + 



Va^ + b' 



eos a' = 



VaP-t-b^' 



sen a = + 



i/;? 



sen a' = + 



Va^ + b' 



Substituyendo estos valores en las relaciones (1), se obtienen 
las fórmulas de transformación finales 
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Reemplazando en la ecuación primitiva de la hipérbola 

íi ±-, 

xéy por los precedentes valores y efectuando las operaciones in- 
dicadas, se obtiene Analmente 

a^ + &2 
3-11/1 = ^ ' 

ó, suprimiendo los índices, 

(3) xy = ;; y 



que es la ecuación de una hipérbola referida á sus asíntotas como 
ejes de coordenadas. 

Si se escoge como parte positiva del nuevo eje de las y la semi- 
recta directamente opuesta á O?/ (fig. 59), bastará cambiar en la 
ecuación (,3), y por ( — y). Así se obtiene la nueva ecuación 

(A^ g^ -í- &^ 
(4) xy= 



de la misma hipérbola referida á sus asíntotas. 

La ecuación (3) demuestra que las coordenadas de un punto 
cualquiera de la hipérbola son siempre de signo contrario^ y la (4) 
que estas coordenadas son siempre del mismo signo. 

156. Directrices. — Consideremos el radio vector MP que tie- 
ne por expresión (núm 151, reís 6) 

(1) , = «-^_„ = «L_^\ 

a a\ c / 

y la recta (D) representada por la ecuación 
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(2) X - "í- = 0. 

c 

Sea d la distancia del punto considerado M {x,y) de la hipérbo- 
la á la recta (D). Apliquemos la fórmula que sirve para calcular 
la distancia de un punto á una recta, que en ejes rectangulares 
tiene por expresión 

, ^ At/^ + Bx' + C , 
VA^ + B2 

En el caso actual se tiene (2) 

A = 0, B = 1, C = y x'=x. y'=y. 

c 

Substituyendo en la fórmula anterior, se obtiene 

(3) d = x — —' 

G 

Dividiendo ordenadamente las relaciones (1) y (3), resulta 

r __ c_ 
d a 

Así pues, la razón de las distancias de un punto cualquiera de la 
hipérbola al foco F y ala recta (D) es una cantidad constante, 

G 

La recta (D) se denomina directriz y la constante — excentricidad, 

a 

De la misma manera se demostrará la ecuación 



r¿ __ G 
d' a 



relativa al otro foco P'. La directriz correspondiente tiene por 
ecuación 
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(4) X + — =- 0. 

c 

De Jas ecuaciones (2) y (4) de las directrices se deduce que las 
directrices son paralelas al eje de las*?/. Además, como la fracción 

a 

- es menor que la unidad, se deduce que las distancias de las di- 

rectrices al centro de la hipérbola son, en valor absoluto, menores 
que a. Así pues, las directrices de la hipérbola son inferiores á la 
curva. 

157. Ecuaciones de la hipérbola. — Consideremos la ecuación 
de la hipérbola resuelta con respecto á y 



(1) y^áz-s/:,-~-a^ = ±iy ^-^ - 1. 



Como X puede variar de ± a á =t ao, se puede poner 

(2) x^= ^ a sec </>, 
y como se tiene la relación conocida 

sec* 4> —- I = tang''' <^, 

si se substituye en la ecuación (1) el valor precedente de x (2), re- 
sulta la expresión racional 

(3) 1/ = ± & tang <t>. 
Las ecuaciones (2), (3) 

(4) x = a sec <f>, V ~ b tang <^, 

son las ecuaciones de la hipérbola: dan á conocer las coordenadas 
de un punto cualquiera de esta curva en función de la variable 
subsidiaria <í>. 
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158. Ecuación polar de la hipérbola.— Escogeremos el foco 
P como polo (fig. 60) y.como eje polar la semi-recta P'P. Sea M un 
punto cualquiera de la hipérbola y r, S, sus coordenadas polares: 
r es la magnitud PM y S el ángulo PMcc. Como los ángulos MPP' 
y MPcc son suplementarios, el triángulo oblicuángulo MP'P da la 
relación 

r'^ = r' + 4c* + 4c7' eos S. 
Substituyendo en esta expresión por r* su valor 



= 2a + 



se obtiene reduciendo 



+ 



ar 



c* + cr eos 8. 



Despejando á r y poniendo por c^ — a* su valor, resulta 



Tij. 6 q 



(I — 6* CÍ)S 

La precedente 
ecuación se puede 
obtener también por 
transformación de 
coordenadas. Se 
puede efectuar esta 
transformación ora 
sea en la expresión 
del radio vector ó en 
la ecuación cartesia- 
na de la hipérbola: 
procedimiento más complexo, pero que dará margen á una obser" 
vación importante. 

Para transformar en la ecuación cartesiana de la hipérbola las 
coordenadas rectilíneas en polares, comenzaremos por calcular 
las fórmulas de transformación sin mudar de origen. La fig. 60 
da inmediatamente 
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y = r sen S. 

Proyectemos en seguida sobre el eje Ox la resultante PM y el 
contorno PPM. La proyección de PM es igual á r eos 8, la de PP 
es igual á — (c — x) y la de PM es igual á cero. Se tiene, pues. 

r eos S == — c + ce, 

y despejando á x 

x= c -^ r eos S 

Substituyendo en la ecuación cartesiana de la hipérbola 

los valores 

X ^= c -\- r eos 8. y -— r sen 8, 

se obtiene simplificando 

(1) (a^ sen'-* 8 - &* eos' 3)r*^ — W cr eos 8 — 6'^ = O, 

que es una ecuación del 2^ grado. El binomio característico tie-^ 
ne por expresión 

= 6^c*eos'^ 8 + &^(a*^sen*^ 8 — 6' eos'"' 8) 



4 

= 6^(c*' — b') eos^ 8 + bUi^ sen' 8 := 6^a^ 
Por otra parte se tiene 

a* sen'-^ 8 — &-^ cos^ 8 = «^ — (a^ + 6^) eos" 8 = a^ — c^ eos- 8. 

Resolviendo la ecuación (1), se obtiene, pues, 

6^ Ce eos 8 ib a) 
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Separando las raíces se obtienen las dos ecuaciones 



b^ (c eos i + o) 
1 8 ' 



#* — ^' 



c eos 



&^ (c eos 3 — g ) 

^ ~~ a* — c* eos* 8 



Descomponiendo el denominador común en factores y simplifi- 
cando, resulta finalmente 



(2) 



r =■ 



a — c eos 8 



(3) r. 



— b^' 



a + c eos 8 



Con este procedimiento se han obtenido dos ecuaciones polares 
de la hipérbola, pero como se admiten los radios vectores negati- 
vos (núm. 3), una sola ecuación es suficiente. En efecto, sea A 
(fig. 61) el punto que 
tiene por coordenadas 
polares r', ^\ La fór- 
mula (2) da como ex- 
presión del radio vec- 
tor PA 



(4) PA = 



a — ccosc 




j^zs- Gl 



Ahora bien, si se ha- 
ce en la fórmula (3;, 

8 = TT + 8', se obtendrá el valor del radio vector PA', estimado en 
la misma dirección que PA, pero en sentido contrario, y ese ra- 
dio tiene por expresión 



(5) 



r\ =PA' = 



<(. + c eos (tt + 8') a — c eos 8' 

De la comparación de los valores precedentes (4) y (5), resulta 

— PA' = PA. 

Por consiguiente, si se toma en sentido contrario el radio vec- 
tor PA' (de P hacia z) se reproduce el punto A de la curva. Así 
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pues, )a fórmula (3) reproduce los valores dados por la (2), y bas- 
tará conservar esta última. 

Es necesario tener presente que si el radio vector que corres- 
ponde á determinado ángulo polar es negativot se tiene que llevar 
en sentido opuesto al de la semi-recta que forma con el eje polar el 
indicado ángulo. 

Poniendo 

— ~ 2^. -= e, 

a a 

la ecuación polar (2) de la hipérbola reviste la forma 

(6) r - 5 . • 

1 — e eos o 

La precedente ecuación reviste la forma de la ecuación polar de 
la elipse, cuando se toma como eje polar ia semi-recta FP' direc- 
tamente opuesta á Fx, En efecto, designando por 8, el nuevo án- 
gulo polar de un punto cualquiera M, se tiene evidentemente 

8 = TT — 8j, 

Substituyendo este valor en la ecuación (6), resulta 



1 + e eos 8, 



ecuación que tiene la misma estructura que la polar de la elipse 
(núm. 132). 

159. DlSCÜClÓN DE LA ECUACIÓN POLAR DE LA HIPÉRBOLA. —NoS 

proponemos construir la curva representada por la ecuación po- 
lar 



(1) 



P 



1 — e eos 8 
en la que e designa una cantidad mayor que la unidad. 
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Sean (fig. 62) P 
el polo y Pz el eje 
polar. El denomi- 
nador de la prece- 
dente fracción se 
anula cuando se 
tiene 



(2) eos 8 = ^, 
e 



y, por consiguien- 
te, 




y^f. 5^8 



A ^h 




(3) 



8 == are eos -y 
e 



valor admisible, puesto que e es, por hipótesis, mayor que 1. 

Sea a el menor valor de 3 que satisface á la igualdad (2) y sea 
PN la semi-recta representada por la ecuación 8 = a. Los demás 
valores de 8 incluidos en la fórmula. 

8 u= 2 A: ^ + a, 

dan la misma semi-recta PN. 

El menor valor de 8 después de a, que satisface á la igual- 
dad (2) es 2w — a. Sea PN' la semi-recta representada por la ecua- 
ción 8=2^ — a. Los demás valores de 8 incluidos en la fórmula 

8 = 2 A; ^ — a, 

dan la misma semi-recta PN\ 

En suma, al variar 8 de O á 27r, el radio vector r es infinito para 
8 = a y para 8 = 27r — a, y cambia de signo cada vez que pasa por 
el infinito. 

Los radios vectores infinitos son un indicio muy probable de la 
existencia de asíntotas. Pero este es un punto que no se puede di- 
lucidar en los Elementos de Geometría analítica. 

La curva representada por la ecuación que discutimos es, pues, 
una curva de ramas infinitas. 
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8 = 0, ,.= -^- = PA. 
1 — e 

Para ^ 8 = '^, r = —^ = PB, 

1 -^ c 

8 = 2ir, ,• = —5- = PA. 

Cuando 5 varía de O á a, 8 es menor que a y eos 8 es, por consi- 
guíente, mayor que eos a = -' es decir, e eos 8 es mayor que 1, y 

r es negativo. Al crecer S de O á a, eos S decrece de 1 á ^; y r de- 

e 

crece, pues, de PA á — cx). Así se obtiene la semi-rama AS de la 
curva. 
Cuando S varía de a á ^, eos 5 es menor que eos a y r es positivo. 

A\ crecer 8 de a á w, eos S decrece de -- á — 1, y, por consiguiente, 

e 

r decrece de + oo á PB. Así se obtiene la semi-rama BU, de la 

curva. 

Cuando 8 varía de ^ á 2^ — a^ 8es mayor que ^r y menor que 2^ — 

— a; eos S es, pues, menor que eos (2^ — a) == -, y 7- es positivo. 

Al crecer 8 de t á 2^^ — S eos S crece de — 1 á -? y, por consi- 

e 

guíente, r crece de PB á + oo. Así se obtiene la semi-rama BVde 
la curva. 
Por último, cuando 8 varía de 2^ — a á 27r, eos ó es mayor que 

eos (2^ — a) = -j Y r es negativo. 

Al crecer S de 2^ — a á 27r, eos ^ crece de — á 1, y, por consi- 
guiente, r crece de — oo á PA. Así se obtiene la semi-rama AR 
de la curva. 

Es fácil demostrar, como se demostró en la elipse (núm. 138), 
que el eje polar es un eje de simetría de la hipérbola. 

160. Ecuación de la tangente á la hipérbola.— Esta inves- 
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tigación se puede basar en las ecuaciones de la hipérbola, pero es 
más sencillo partir de la ecuación de esta curva. 

Expresando que los puntos M' (x\ y'), M" (ce", y'') de intersec- 
ción de una secante cualquiera con la hipérbola (núm. 134) están 
en esta curva, como 

a^y-^ ^ ly^x' = — a'b^ 
es la ecuación de la hipérbola, se tendrán las relaciones 

Restando ordenadamente las precedentes ecuaciones y descom- 
poniendo las diferencias de cuadrados, resulta 

a^ iv' — y'') (y' + ?/") - b^ ix' — aj'O {x' + x'O = 0. 

Dividiendo la precedente ecuación por {x^ — a?") y despejando 
al coeficiente angular de la secante (núm. 134,) se obtiene 

y' —y'' ^ b'' (x' + x'') 
x' — x'' a^ (y\ + y'') 

Para x =x'' é í/' = y'\ se obtiene pues, 

que es el coeficiente angular m de la tangente á la hipérbola en el 
punto W {x\ 1/0 (núm. 134). 
Substituyendo el valor precedente de y^ 

b^x' 
a y' 

en la ecuación general de la tangente (núm. 134, reí. 2) 

y — y = f^ (oc — x') 
se obtiene 
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(1) V —y' = ¿^, o — a?'), 

que es la ecuación de ]a tangente á la hipérbola. 

Quitando el denominador de la relación precedente y simpiifí* 
cando por medio de la igualdad 

se obtiene 

(2) a^v'y — h^x'x=--'a^h^ 

que es la ecuación simplificada de la tangente á la hipérbola. 

161. Ecuación de la tangente á la hipérbola en función 
DEL COEFICIENTE ANGULAR.— De la relación (núm. 160, reí. 2) 

se deduce 

(1) 1/= ^— , ¿c — — = /Arr r> 

a y' y y 

y la cuestión se reduce á expresar la ordenada en el origen de la 
tangente —r en función del coeficiente angular /^. 

y 

Como la mencionada ordenada es función de y^ solamente, eli- 
minaremos á¿r' entre las ecuaciones 

a y' 

lo que se logra con facilidad si se igualan los dos valores de b^x''^ 
deducidos de las relaciones precedentes. Así se obtiene la ecua- 
ción 

Despejando á y\ resulta 
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y ±VaV^-¿/^ 



De la precedente ecuación, se saca 



V 

Substituyendo este valor en la relación (l),se obtiene final- 
mente 



(2) i/=fta:q=Va>=* — &^ 

que es la ecuación de la tangente ala hipérbola en función del coe- 
ficiente angular. En realidad se han obtenido dos ecuaciones, que 
representan dos tangentes paralelas. Así pues, á toda tangente 
tirada por un punto cualquiera de la hipérbola, corresponde otra 
tangente paralela. 

162. Tangente paralela á una recta dada.— Sea m el coefi- 
ciente angular de la recta dada (D). Como la tangente á la hipér- 
bola es paralela á la recta (D), se tiene 

t*- = rw. 

Substituyendo este valor en las relaciones (núm. 161, reí. 2) 



!/== /Ax=p VaV —b\ 
se obtiene 



(J) y —' mx^ s/ a^m^ — b'^j 

que son las ecuaciones de las tangentes paralelas á la recta da- 
da (D). 
Si se tiene 

h 
a 

Seomitría Aaalítiea-19 
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las ecuaciones (1) se reducen á una sola 



& 



que es la ecuación de una de las asíntotas. 
Si se tiene 



m = — --> 
a 



las ecuaciones (1) se reducen también á una sola 



que es la ecuación de la otra asíntota. 

Por consiguiente (núm. 153), las asíntotas son tangentes á la hi- 
pérbola en el infinito. 

El problema relativo á la tangente tirada por un punto exterior 
se resuelve por el procedimiento seguido en el caso de la elipse 
(núm. 138). 

163. Teorema. — La tangente tirada á la JUpérbola por un punto 
cualquiera, es la bisectriz del ángulo formado por los radios vectores 
del punto de contacto. 

En efecto, sean 
(fig. 63) P y F' los 
focos de la hipérbo- 
la, M (.x\y^) un pun- 
to cualquiera de la 
curva, Mí la tangen- 
te en M, h el punto 
de intersección de 
esta tangente con el 
eje de las x y d, d\ 
las distancias del 
puntos á los radios 
vectores PM, P'M. 



jTíj 62 
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Para calcular esas distancias, comenzaremos por determinar 
la abscisa Oh del punto h» Esta abscisa se obtiene[haciendo y^= O 
en la ecuación de la tangente 

a^y'y — b^x^x = — a*&* 

y despejando á x. Efectuando la operación indicada, resulta 



X = 0h= --,• 

X 



El punto h tiene, pues, por coordenadas 



if »)• 



Ahora bien, como los radios vectores MP, MP', pasan respecti- 
vamente por los puntos 

M (x\ y'), P (c, 0) y M (x\ y'), F (- c, 0), 

sus ecuaciones serán de la forma (núm. 42) 

y = zrzr: (^ "" g)» v^ 'í^^^ (^ + ^^• 



X — c 



«' +c 



Si, pues, se calculan las distancias d, d\ por medio de la fór- 
mula conocida 

^ ^ y\ —mxi — n 
se obtendrá (núm. 37) 

, _ c - x' \.T' *' i „_ a;' + cU' / 

d — — : , U — , ^ — • 

Efectuando las operaciones indicadas y simplificando por medio 
de las relaciones conocidas 
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a" 
se obtiene Analmente 

, y' {cx^ — fl ^) v^icx' — n^) __ ay^ 

■ x'^ — 5 — h 2ca5' + a* 



De las dos últimas relaciones, se deduce 

d = d\ 

Luego la tangente Mt es la bisectriz del ángulo PMF'. 

164. Ecuación de la normal A la hipérbola. — Como la nor- 
mal pasa por el punto de contacto M(x\y^) déla tangente, su 
ecuación es de la forma (núm. 139) 

'(1) y-y'==f^'(x-x'\ 

fi' designa el coeficiente angular de la normal á la hipérbola. Por 
otra parte, como la normal es perpendicular á la tangente, se 
tendrá la ecuación de perpendicularidad 

(2) l + '^'Sf'-O- 

Substituyendo en la relación (1) el valor de fi^ sacado de la (2), 
se obtiene la ecuación de la normal 

(3) y-y^-'^Ax-x'). 
Simplificando la ecuación precedente, resulta 
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(4) Z/- x'y + CT- yx = c^ x'y\ 

que es la ecuación simplificada de la normal á la hipérbola* 

165. SüBTANGENTE Y SUBNORMAL»— Si se hace y -- o on la 
ecuación de la tangente á la hipérbola. 



j se despeja &{x — x'), se obtiene 
(1) x- x' = 



b^ x' "x 



Pero {x — x") es entonces igual á la proyección de la tangente 
sobre el eje de las x, y esta proyección es, por definición (n6m. 



140), la subtangente 1% 
Se tiene, pues (1), 



¿8 = 



■r/» 



X' 



De la misma manera, si se hace i/ = O en la ecuación de la nor- 
mal á la hipérbola 






b^x 
y se despeja á (o? — x), se obtiene 



x — jr — -y 



a' 



Pero (¿c — X*) es entonces igual á la proyección de la ní/rmal no- 
bre el eje de las x, proyección que es, por definición (núm, 140;, 
la subnormal rig . Se tiene, pues, 



b^x' 
a" 
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166. Diámetros.— Conforme á la definición de diámetros (núm. 
143), tenemos que investiguar cuál es la ecuación de la línea que 
pasa por los puntos medios de un sistema de cuerdas de la hipér- 
bola paralelas. 

Sea (D) una recta que pasa por el origen y que es paralela á 
las cuerdas consideradas. La ecuación de la recta (D) será de la 
forma 

y = gx; 

la ecuación de la recta indefinida (C) que coincide con una cuer- 
da cualquiera, será, pues, 

(1) y = gx + h. 

Sean M^{x\ |/0, M''(íc", ?/")» los puntos de intersección de la 
recta (C) con la hipérbola y (íci, yx) las coordenadas del punto 
medio m del segmento M'M", que es una cuerda cualquiera de 
la hipérbola, paralela á la recta (D), que es la dirección conju- 
gada del diámetro respectivo. Las coordenadas del punto medio 
m están dadas por las relaciones 

x' + x'' V' + V'' 

Dividiendo las relaciones precedentes, resulta 

(2) ^ = -^4í^- 

Ahora bien, como los puntos M' y M" están á un tiempo en 
la hipérbola y en la recta (C), se tendrán las relaciones (1) 

(3) a^y^^—b^x'^ = — aH^, oJ" y''^ — b^ x'"^ = - a^ b\ 

(4) y^=gx^ + h^ ,^n^^^„_j_^ 

Restando las dos ultimas, se elimina el parámetro variable A, 
y se obtiene 
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r-, y' -y" 



Multiplicando ordenadamente las relaciones (2), (5), 





Xl 


y' + y" \,_y'-y" 

X' + a;"' "^ íc' — a:" 


se obtiene 






(6) 




y. _v''-v"\ 


"^ X, ~x"-x"' 



Por otra parte, si se restan ordenadamente las ecuaciones (3), 
resulta despejando 



V'' - 1/"^ 



Substituyendo este valor en la relación precedente (6), se ob- 
tiene finalmente 

(7) ^^ ^ K- 

La ecuación precedente es independiente del parámetro /¿ que 
particulariza la cuerda, y, por consiguiente, es aplicable á un pun- 
to medio cualquiera: es, pues, la ecuación del diámetro buscado, 
(núm. 143). 

Las variables (íCi, y^) son las coordenadas de un punto medio 
cualquiera. Como ya no se origina ninguna ambigüedad con la 
supresión de los índices, los suprimiremos, y la ecuación prece- 
dente (7) se podrá escribir de este modo 

(8) y = ^.^x. 

Por consiguiente, los diámetros de la hipérbola son líneas rec- 
tas que pasan por el centro de la curva. 
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167. Discusión. — Para que exista un diámetro conjugado de 
una recta dada, es necesario que exista efectivamente un sistema 
de cuerdas de la hipérbola paralelas á la recta conjugada. Tene- 
cnos, pues que investigar si son siempre finitas las coordenadas 
de los puntos de intersección con la hipérbola de una recta (R) 
paralela á una recta conjugada cualquiera. 

Sea 

y = g^ + h 

la ecuación de la recta (R). Eliminando á y entre las ecuacio- 
nes 

y z=z gx + h, aJ^y^ — b^ a^ = — a^b^ , 

se obtiene 

(1) («2 g^ — i)2)^ j^ 2d'' ghx + aHh' + b'')=0, 

ecuación que da á conocer las abscisas de los puntos de intersec- 
ción de la recta (R) con la hipérbola. 

Para que las raíces de la precedente ecuación sean finitas, es 
necesario que el coeficiente oP ^ — b^ sea diferente de cero, y es- 
ta condición se realiza para todos los valores del parámetro gf, con 
excepción de dos, y éstos son 

b b 

g=^-7 g=—, 

a a 

que son los coeficientes angulares de las asíntotas- Para estos 
valores, el coeficiente a^ g^ — 6^ es nulo, y, por consiguiente, la 
ecuación (1) tiene una raíz infinita. Las rectas paralelas á una de 
las asíntotas, cortan, pues, á la hipérbola en un solo punto situa- 
do á una distancia finita, y no pueden constituir un sistema de 
cuerdas. 

Así pues, los diámetros de la hipérbola pueden tomar todas 
ias direcciones, con excepción de las direcciones conjugadas de 
las asíntotas. 
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168. Diámetros CON JUGADOS.— SeaD (A) un diámetro cualquie- 
ra de la hipérbola, (A') su conjugado y m, m\ sus coeficientes 
angulares respectivos. Como, por definición, el diámetro (A') es 
paralelo á la recta (D) conjugada de (A), se tiene 

Por otra parte, el coeficiente angular m del diámetro ÍA) que 
tiene por ecuación (núm. 166, reí. 8) 



tiene por expresión 



tí" 
m = -o— ^> 
a"^ g 



y, por consiguiente, 

(1) mm^ =^ 



a*- 



De la relación anterior se deduce que si m es menor que -, m' 

será mayor que la propia fracción. 

Hay una particularidad notable: solo uno de los diámetros con- 
jugados encuentra á la hipérbola. 

En efecto, las ecuaciones de los diámetros conjugados (A), (A') 
son respectivamente 

12) y = mz,, y = m^x. 

Las abcisas de los puntos de intersección de estos diámetros 
con la hipérbola están dadas por las ecuaciones 

(3) (a2 m^ - b^ yx^ + aH^ = O, 

(4) (aP m'2 — b^)x^ + a%^ = O, 

que se obtienen eliminando á y entre cada una de las ecuaciones 
(2) y la ecuación de la hipérbola. 
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Ahora bien, si m es menor que ~> rrC será mayor, y, por con- 

a 

siguiente, el coeficiente (T rn^ — I? será negativo y el a^ m'^ — b^ , 
positivo. 

Por consiguiente, la ecuación (3) tiene entonces sus raíces rea- 
les y la (4) las tiene imaginarias. Luego en este supuesto, el diá- 
metro (A) encuentra á la hipérbola y el conjugado (A») no la en- 
cuentra. 

Si m fuera mayor que -^ el diámetro (A) sería el que encon- 

a 

traría á la hipérbola. 

La misma conclusión se alcanza si se parte de las ecuaciones de 
la hipérbola. En efecto, sea A,Xx, y) uno de los puntos de inter- 
sección del diámetro (A) con la hipérbola y 'B'{x\ i/O el punto de 
intersección correspondiente del diámetro (A'). 

Como los ejes son rectangulares, se tiene 



V 


y 


m = -} 


m' = — 


X 


X 



Substituyendo estos valores en la relación 



a" 



resulta 



(5) ^•^=^- 

X X a^ 

Pero si en esta relación se reeinplazan las coordenadas por sus 
valores (núm. 157) 

(6) aj=-astíC</>, i/ = &tang<#>, ír' = asec^', i/' = & tang <í>\ 



se obtiene simplificando 
(7) sen ^ sen <#>' = 1. 

Ahora bien, si m es menor que -> como se tiene 

a 
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y ^ ^ 

m = — = - sen 9, 
X a 

se deduce que sen ^ es menor que la unidad, y de la relación (7) 
se deduce entonces que sen <^' es mayor que la unidad; es decir, 
que si sen ^ es real, sen <^' será imaginario, y que, por consiguien- 
te el diámetro (^) es el único que encuentra á la curva. 

Esta conclusión se comprueba calculando por medio de las re- 
laciones (6) y (7) los valores efectivos de las coordenadas x' é y'- 

De la misma manera se demostraría que si m es mayor que -j 
el diámetro (A') es el que encuentra á la curva. 

169. ECüAaÓN DE LA HIPÉRBOLA REFEIUDA Á DOS DIÁMETROS 

CONJUGADOS. — Si se toman como nuevos ejes dos diámetros con- 
jugados de la hipérbola, la ecuación de esta curva con relación á 
los nuevos ejes se obtendrá efectuando en la primitiva una trans- 
formación de coordenadas. 

Para llevar á efecto esta transformación, se tiene que pasar de 
un sistema de ejes rectangulares á un sistema de ejes oblicuos 
del mismo origen. 

Las fórmulas correspondientes son (núm. 21, rel.^ 2): 

(1) x = Xí eos a + 1/1 eos a', y = Xi sen «t + 2/1 sen a\ 

Pero como los ejes primitivos son rectangulares y los nuevos 
forman un sistema de diámetros cenjugados, se tendrán las rela- 
ciones 

m = tang a, m' = tang a\ mm' = -o^ 

ar 

y, por consiguiente, 

tang a tang a' = -^• 

De la precedente relación se saca 

&2 



'""^^'^aHang^a 
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Se tiene, pues, 

tanpT a* h^ eos a 



sen a' 



Vi + tang^ a' Va* sen^ a + &* cos^ « 



, 1 ar sen « 

eos ft = 



Vi + tang^ a' Va* sen^ « + 6* cos^ « 

Substituyendo los precedentes valores en las fórmulas (1) y po- 
niendo para abreviar 



(2) R = Va* sen^ a + 6* cos^ a, 

se obtienen las fórmulas de transformación finales 



X = x\ eos « + l/l 
y=x\ sen « + 1/1 



a^ sen o. 

b^ eos a 



R 

Substituyendo los precedentes valores en la ecuación 
aP^ — b^ a? = — a^ 6^ , 
resulta reduciendo 

(3) (a^ sen^ a^ — tí^ cos^ a)íri^ + :^2^ (&^ cos^ a — a^ sen^ o)j/i ' + 

La precedente relación demuestra que ' los coeficientes de los 
cuadrados de las variables son de signos contrarios. Supondre- 
mos que se ha elegido como eje de las ce el diámetro que encuen- 
tra á la hipérbola. Conforme al precedente análisis (núm. 168), se 
tiene 

tang^a<;— , ó a^ sen^ a — 6^ cos^ a < 0. 
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Por consígniente, si se pone para abreviar 

(4) C ^ b^ cos^ a — c? sen- «, 

(5) A = -^^^Qr eos- « — ar sen^ «j = — rp, — > 

la ecuación (3) revestirá la forma 

(6) Ay,^ — Cxi^ + a^l^ = 0. 

Las abscisas a' y ( — a) de los puntos de intersección de la hi- 
pérbola con el nuevo eje de las or, se obtienen haciendo i^i = O en 
la ecuación precedente. Efectuando esta opefación y despejando, 
resulta 

La curva corta al eje Oy i en dos puntos imaginarios, que tienen 
por ordenadas 

V A 

No obstante, se conviene en tomar sobre el eje O^/i. á uno y á 
otro lado del origen, una magnitud V iguaí á la parte real de las 
precedentes ordenada^s. Se tiene, pues, 

., <'- ^/ 
(8) (.--= — ' 

De las relacíoceíí '7; y ''^>. se dedice 

'.9; A=— TT-' C= >— ' 

SubstítojeR'io e5>V>s valore» er* ,a ecoac>Sn ^C; 



se obtiene 
(10) 
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Al/,» — CíCi2 + o2 62 = 0, 



Vi! _ El! . 1 _ o 



ecuación que tiene la misma que la primitiva de la hipérbola 

De esta identidad de estructura, se deduce: 19, que las ecuacio* 
nes de las asíntotas con respecto á los nuevos ejes son, supri- 
miendo los índices, 



(11) 



í/ = ± -, o?; 
a 



29, que los coefícentes angulares mi, m'i, de dos diámetros con- 
jugados con respecto á los nuevos ejes, están ligados por la rela- 
ción 



(12) 



^1^ 1 = '^' 



170. Teoremas DE Apolonio.— De las relaciones (núm. 169, 
reís, 2, 4, 5, 9) 



R = Va^ sen^ a + &^ COS^ a, C = 6^ COS^ a — «2 ggj^2 tt^ 



. _ g^ &^ C 



A = -riT-' 



se deduce 



(1) 



« — "^^^ g^ b^ (cos^ o + 8en^ a) 

(J 6" eos" a — a" sen*^ a 



2 __ «^ &^ _ 51 ._. ft^ sen^ g + 6^ cos^ a 
A C 6^ cos^ a — a" sen^ a 
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Reistando las precedentes relaciones, se obtiene 

.2 a _ (aP — b^) h^ cos^ a + {b^ ■— a^ ) a^ sen^ a 

6"* cos'^ a — a" sen '^ « 

(a^ — b^) (b^ cos^ a — r/^ aen^ a) 2 1.2 

6- eos- a — a" sen" a 

relación que expresa el primer teorema de 'Apolonio (núm. 147). 
El ángulo que forman los diámetros conjugados considerados 
(a' — a), tiene por seno 

sen (a' — a) = sen «' eos « — eos «' sen a. 

Substituyendo en la precedente relación los valores (núm. 169) 

, &" eos a , a^ sen a 

sen a = , ^ ^ — --^ , eos a = 



Va* sen- a + í>* cos*^ « Va*sen^ a-|-6*cos^ «t 

resulta 

b^ COS^ a — «2 f^fxx)^ a 



(2) sen (a' — a) = 



Va* sen" a + ¿>* cos^ o. 



Por otra parte, de las relaciones (1) se deduce, extrayendo raíz 
y tomando las inversas 

1 V&^ cos^ a — (7^ sftn^ a 1 V 6" cos^ a — a^ sen^ a 

a' ab ' b' Va* sen^ a -+- 6* cos^ a 

Multiplicando ordenadamente las precedentes relaciones, re- 
sulta 

^qv _1 b^ cos^ g — a^ sen^ a 

«'&' ~" a^l'^a* sen^ a + &4 ^qs^ a 

Comparando las relaciones (2) y (3), se deduce 

ab = a'6' sen (a' — a), 

relación que expresa él segundo teorema de Apolonio (núm. 147). 

171. Teorema I. — La tangente trazada d la hipérbola por la ex- 
tremidad de un diámetro, es paralela al diámetro conjugado. 

En efecto, sea A.Kx\ y') uno de los extremos del diámetro (A) y 
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el punto de contacto de la tangente trazada á la hipérbola. El coe- 
ficiente angular de esta tangente está dado por la relación 



a^y' 



Pero como el coeficiente angular del diámetro (A) tiene por ex- 
presión 



m 



— VL 



conforme á la relación fundamental 



&2 



mm = —57 



el coeficiente angular m' del diámetro conjugado (A'), tendrá por 
valor 



m 



2 r 
«1/ 



y, por consiguiente, 



m" = /A. 



Luego la tangente en A' es paralela al diámetro (A*) conjugado 
del que pasa por el punto de contacto. 

172. Teorema II.— Si porunpunto cualquiera de U7ia hipérbola se 
traza una secante, las porciones de esta secante comprendidas entre la 
curva y las asíntotas, son iguales. 

En efecto, sea (fig. 64) 
m un punto cualquiera de 
la hipérbola y mh una s'e- 
cante cualquiera trazada 
por ese punto. Escogere- 
mos como eje de las y el 
diámetro Oy paralelo á la 
secante, y como eje de las 
X el diámetro conjugado 
Ox- La ecuación de la hi- 
pérbola será de la forma 
(núm. 169) 
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y como las ecuaciones de las asíntotas O^, Oh\ son de la forma 
(núm. 169) 

b' b' 

V ==^—>x, y-= í X, 

o, a 



se tendrá 



hg ■= — Oflf, AV = — ^, Oflr. 
a a 



Se tiene, pues, en valor absoluto, 

hg = h^g, mg = mg- 
Restando ordenadamente las precedentes igualdades, resulta 

hm = h'm\ Q. E. D. 

173. Cuerdas Suplementarias.— Referiremos la hipérbola á 
dos diámetros conjugados, y pondremos la ecuación de esta cur- 
va en la forma (núm. 169>) 



a) f4 = ^-i==ft-i)(^,+ i). 

b' a- \a l\a J 



Sean Al (a , 0), A'j (— a', 0), las extremidades del diámetro que 
coincide con el eje de las x, diámetro que es el transverso. 
Consideremos ahora las ecuaciones 



»' !^=ífe + ')- 



Cada una de ellas representa un grupo 6 una familia de rectas, 
que se obtienen dando al parámetro variable /* diferentes valores; 

Otoinetría Aiiilitlei-20 
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y para el punto de intersección de las rectas que corresponden á 
un mismo valor del parámetro, los valores áexéy son comunes á 
ambas ecuaciones. Ahora bien, si entre las ecuaciones conside- 
radas (1), (2), se elimina el parámetro /*, lo que se logra inmeOia- 
tamente, multiplicándolas ordenadamente, se obtiene 



r 

b 



^=(i-)fe+') 



luego el punto de intersección de las dos rectas correspondientes 
consideradas, está (1) en la hipérbola. Por consiguiente, la hipér- 
bola se puede considerar engendrada por las intersecciones mu- 
tuas de las rectas pertenecientes á las familias mencionadas. 

Por otra parte, si se hace a? = O en las ecuaciones (2) y (3), se 
obtiene respectivamente 

x = ct\ X = — a\ 

Luego los grupos de rectas que las ecuaciones (2) y (3) repre- 
sentan pasan, respectivamente, por las extremidades At, A'i, del 
diámetro transverso considerado, y son, por definición, las cuer- 
das suplementarias relativas á este diámetro (núm. 149). 

Sean g, q\ los coeficientes de dos cuerdas suplementarias cua- 
lesquiera. De las ecuaciones (2) y (3), se deduce 

Multiplicando ordenadamente, se obtiene 

, _ &'' 

gg -^' 

y como entre los coeficientes angulares de dos diámetros conju- 
gados se tiene la relación (núm. 169, reí. 12) 



6'^ 
se deduce 
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gg' = m^m\. 

Si, pues, g es igual Árrii, g^ será igual á m'i* Por consiguiente, 
dos cuerdas suplementarias son siempre parálelas á dos diámetros con' 
fugados. 

La consideración de las cuerdas suplementarias facilita mucho 
el trazo de los diámetros conjugados. 

Dicho se está que las consideraciones precedentes son aplica- 
bles al eje transverso de la hipérbola, porque los ejes constituyen 
un sistema de diámetros conjugados que forman un ángulo recto. 
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CAPITULO III. 



ESTUDIO ESPECIAL DE LA PARÁBOLA. 



174. Definición de la parábola.— La parábola es una curva 
caracterizada por esta propiedad: 

La distancia de un punto cualquiera de la curva d un punto ñjo es 
gual d la distancia del propio punto d una recta ñja. El punto fijo se 
llama foco y la recta fija directriz. 

Se puede determinar la posición de un punto cualquiera de una 
línea plana si se conoce la distancia r de ese punto á un punto fijo 
y la distancia u del propio punto á una recta fija. En efecto, el 
punto considerado está entonces determinado por la intersección 
dedos líneas: una circunferencia de círculo cuyo centro es el pun- 
to fijo y que tiene por radio la magnitud r y una recta paralela á 
la fija tirada á una distancia de esta recta igual á u. Pero como la 
circunferencia de radio variable corta en dos puntos á la recta 
movible, es necesario saber, además, en qué región está situado 
el punto desconocidOí 

Las magnitudes r j u constituyen, pues, un sistema de coorde- 
nadas, que no tiene aun un nombre especial y que denominaremos 
provisionalmente sistema rectipolar- 

En este sistema, la parábola tiene por ecuación 

u -= r^ 
y de esta ecuación deriva la construcción siguiente: 
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B' 



f M 



/ 



ir- 



A r\ 



\ 



\ 
\ 



Jltj. 6S 



\ 



\L 



r 
I 

I 



Sean (fig. 65) P el foco, DD' la directriz y FL la perpendicular 
tirada á la directriz por el 
punto P. SeaAel punto me- 
dio del segmento PD. La 
paralela tirada á la direc- 
triz por el punto A es tan- 
gente á la circunferencia 
PA. A, es, pues, un punto 
de la parábola y la parale- 
la Ky es también tangen- 
te á esta curva- 
Tomemos sobre la semi- 
recta AL un punto cual- 
quiera C y por este punto 
tracemos á la directriz la 

paralela CG. Si haciendo centro en P y con el radio u = CD des- 
cribimos una circunferencia, los puntos de intersección M y 
M' de esta circunferencia con la recta CG, serán dos puntos de 
la parábola. Tomando otro punto en la misma semi- recta, obten- 
dremos otros dos puntos, y así sucesivamente. 

175. Ecuación cartesiana de la parábola. — Escogeremos 
como eje de las cela perpendicular Pee tirada á la directriz DD' (fig. 
66) por el foco P y por eje de las y la paralela Ky á la directriz ti- 
rada por el punto me- 
dio A del segmento PD. 
Sea M (ce, y) un punto 
cualquiera déla parábo- 
y p la longitud del seg- 
mento PD. La figura 
da las relaciones 



AD = AP = ^, 



66 



AP = cc, 



PP == í^: _ ?. 



2' 
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MR = w = ar + I • 



Como las extremidades del segmento MP tienen por coordena- 
das M (a;, y), FÍ^ , o], la longitud r de ese segmento 'estará dado 
por la relación (núm 27) 



.■=„■ + (.-!)' 



Por otra parte, se tiene, por definición, 



r = u. 



Substituyendo en la igualdad 



por r^ y u^ sus valores, resulta 

v+(.-|y=(.+|)' 



Efectuando las operaciones indicadas y reduciendo, se obtiene 
finalmente 

(1) y' =-- 2px, 

que es la ecuación cartesiana de la parábola. 

176. OoNSTRüCJCiÓN DE LA PARÁBOLA. —Nos proponemos Cons- 
truirla curva representada por la ecuación 

(1) y=^ ^2^. 
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Sean (fig. 67) Ax, Áy, los ejes de coordenadas. La ecuación pre- 
cedente demuestra que 

V 



para cada valor de x 
hay dos valores de y 
guales y de signos con- 
trarios. El eje de las x 
es, pues, un eje de si- 
metría de la parábola. 
Cuando x es igual á ce- 
ro, los dos valores de y 
se reducen á cero; por 
consiguiente, la curva 
pasa por el origen y es 



tangente en este punto|al eje de las ordenadas; en otros términos, 
el origen A es un vértice de la parábola. 

Para valores negativos de x los de y son imaginarios. No hay, 
pues, ningún punto de la curva en la región de las abscisas nega- 
tivas. 

Cuando x crece deOá+ oo, |/ crece, en valor absoluto de O a 
+ oo. Así se obtiene la rama indefinida ÜAV fQue constituye la 
parábola. 

La parábola está, pues, formada por una sola rama, indefinida 
en un solo sentido. 

177. Ecuación polar de la parábola. — Tomaremos como 
polo (fig. 68) el foco F y como eje polar la perpendicular ¥z á la 

directriz. Sean M un 



D^ 



R 



J) 



jri¿. 68 




M 



punto cualquiera de la 
curva, r y S sus coorde- 
nadas polares y p la 
longitud del segmento 
PD. Proyectemos so- 
bre el eje polar ¥z la 
resultante FM y el con- 
torno FDRM. La pro- 
yección de FM es igual 
á reos S, la de FD á 
— p, la de DR es nula 
y la de RM es igual á 
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n; es decir, á r. ^e tiene, pues, conforme al teorema fundamental 
de las proyecciones 



r eos S = — p + 7\ 



y despejando á r 



P_ 



r = 



1 — eos S 



que es la ecuación polar de la parábola 

178. Discusión de la ecuación polar de la parábola.— Nos 
proponemos construir ia curva representada por la ecuación 



(1) 



1 — eos 



Sean (fig. 69) P el polo y Pz el eje polar. El denominador de la 

precedente fracción (1) 
z-»'^ ffQ ^^^00^ U se anula cuando se tie- 

'^' ^,,,0'^'^''''^''''^ ne 

B ^/^^ eos S .-= 1. 

Los valores de S que 
satisfacen á esta ecua- 
ción, están incluidos en 
la fórmula 

El menor de estos va- 
lores: 

8 = O, representa ia semirecta Pis;, y los restantes, dan la mis- 
ma semirecta. Por otra parte, como eos 8 es menor que 1, el ra- 
dio vector r es siempre positivo. 

Cuando 8 crece de O á t, eos 8 decrece de + 1 á — 1, y, por con- 

P 
siguiente, r decrece de + Qo á PB = ^. Así se obtiene la por- 
ción indefinida UBA de la parábola. 
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Cuando S crece de ^ á 2^, eos 8 crece de — 1 á + 1, y por 
consiguiente, r crece de PA á + <». Así se obtiene la porción in- 
definida AB'V de la parábola. 

,Es fácil demostrar, como en la elipse, que el eje polar es un eje 
de simetría de la curva. 

Para ^ ^= x> se obtiene r = PB = p; este es el valor de la or- 
denada positiva que pasa por el foco, porque la abscisa corres- 
pondiente es ^> y si se hace ce = ^ en la ecuación de la pará- 
bola 



se obtiene 

1/ = ± p. Q. E; D. 

La ecuación polar de la parábola reviste la forma 

r = — ^— » 
1 + eos S 

cuando se toma como eje polar la semirecta Pz' directamente 
opuesta á Pa. 

En resumen, la ecuación 



r = 



1 + e cus S 



es la ecuación polar de las tres curvas: representa una elipse, 
cuando e es menor que 1 (núm. 132>); una hipérbola, cuando e es 
mayor que 1; y una parábola, cuando e es igual á 1. 

179. Ecuaciones de la parábola.— Consideremos la ecua- 
ción de la parábola resuelta con respecto á y 



y =^ ^ V ^ p ¿c. 

Como X es una cantidad que solo puede variar entre O y + Qo, 
se puede poner 
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y la expresión anterior dará para las ordenadas correspondientes 
los valores racionales 

y = zt 2p tang <t>. 

Las ecuaciones 

(1) x = 2pta,ng^<P, y = 2ptang<í>, 

en las que i> designa una variable subsidiaria, son las ecuaciones 
de la par^ábola, 

180. Ecuación de la tangente a la parábola — Expresan- 
do que los puntos W(x\ y^), M"(x", y'O de intersección con la 
parábola de una secante cualquiera (núm. 134), son realmente 
puntos de la curva, se obtiene 

?/'•' ^2px\ 1/"* =2px'\ 

Restando ordenadamente las precedentes ecuaciones y descom- 
poniendo las diferencias de cuadrados, resulta 

(y' - l/'O (?/' + ?/") = 2p {x' - a;"). 

Dividiendo la precedente ecuación por (a;' — ¿c'O (^' + ^"),se 
obtiene 

y' — ir ^ 2p 
x'—x'' y'+y''' 

que es la expresión del coeficiente angular de una secante cual- 
quiera de la parábola. 

Para x' = ce'' é y^ = y^\ se tiene, pues, 



Jim — ^, = —7 

X — X y 

que es el valor del coeficiente angular /^ de la tangente á la pará- 
bola en el punto M' (ce', ^0 (núm. 134). 



Sabstituyendo el valor anterior de m 






'=?■ 




en la ecuación general de la tangente (núm. 


134) 




y — y' = i^(.x — X'), 




se obtiene 






(1) 


y — y' = -, (.x-x') 


» 



que es la ecuación de la tangente á la parábola. 

Quitando el denominador de la ecuación (1) y simplificando por 
medio de la relación 

resulta 

(2) y'y = p(x'-^x'h 

que es la ecuación simplificada de la tangente á la parábola. 

181. ECüAaÓN DE LA TANGENTE A LA PARÁBOLA EN PUNCIÓN 

DEL COEFICIENTE ANGULAR. — Introduciendo el coeficiente angu- 
lar 

(1) , = ^, 

y 

en la ecuación de la tangente á la parábola (núm. 180, reí. 2) 

P , pa:' 

se obtiene 

(2) y=^x+^-^' 

y 

Falta solo expresar en función de h- la ordenada en el origen de 
la tangente. 

Substituyendo en la expresión de esta ordenada por x' su valor 
sacado de la relación 
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resulta 
(3) 



y' 



2 



Ahora bien, de la expresión del coeficiente angular (1), se de- 
duce 

Substituyendo en la relación (3) este valor, se obtiene 

px' p_ 

1/' ~2fi' 

Reemplazando en la ecuación (2) la ordenada en el origen por 
el precedente valor, resulta finalmente 



(4) 



y = i^x + 2^' 



n^. 70 



que es la ecuación de la tangente á la parábola en función del coe- 
ficiente angular. 

182. Teorema. — La tangente á la parábola forma ángulos igua' 
les con el radio vector' del punto de contacto y con el eje de la curva. 

En efecto, sean{fig. 
70) mí la tangente, 
mf el radio vector del 
punto de contacto m 
{^\ l/Oi ^ y "los coe- 
ficientes angulares 
de estas rectas y U 
el ángulo Vmf. 

Como el radio vec- 
tor mf pasa por los 
puntos m{x\ y'), 

(2 o], su coeficien- 
te angular v tendrá 
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por expresión 



V 



, p 2x' — p 



Por otra parte, el coeficiente angular de la tangente m t tiene 
por valor 

P 
y 

Substituyendo los precedentes valores en la relación 



tang U = 



1 + v/i 



Efectuando las operaciones indicadas y teniendo en cuenta la 
relación 

y'^ = 2px\ 

resulta 

(1) tang u = — .^ , _^ — 7— y = -i* 

Ahora bien, si U' es el ángulo tmhque forma la tangente mt con 
el eje de la curva, se tiene 

(2) tangU'=5' 

y, por consiguiente (l; y (2) 

tang U = tang U'. 
De esta relación se deduce 

U = U'; 
es decir, 

t'mf = tmh. Q. E. D. 
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188. Ecuación de la normal ala parábola.— Designando 
por m' el coeficiente angular de la normal, esta recta tendrá por 
ecuación 

y — y' = f^'ix — ccO. 

Substituyendo en la anterior relación por /*' su valor sacado 
de la ecuación de perpendicularidad 



'+"'.-="■ 



resulta 



(1) v-y' = -^{x-x'), 

que es la ecuación de la normal á la parábola. 

184. SüBTANGENTE Y SUBNORMAL.— Si en la ecuación de la 
tangente á la parábola 

se hace y = y se despeja é, {x — x"), se obtiene 

V 

(x — x') es entonces (fig. 70) la proyección de la tangente mV 
sobre el eje de las ce, y esta proyección es, por definición, la sub- 
tangente U . Se tiene, pues, 

La subtangente en la parábola es, pues, igual al duplo de la abscisa 
del punto de contacto^ 

Por consiguiente, si se toma (fig. 70) at' iguala la abscisa a;* 
del punto de contacto m, V será un punto de la tangente. Unien- 
do este punto con w, se obtendrá la tangente en m. 



I 
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Si en la ecuación de la normal á la parábola 

se hace y -= O y se despeja á (¿r — cc'X se obtiene 

X — rr' = p. 

(x — x') es entonces (fig. 70) la proyección de la normal mp so- 
bre el eje de las ce, y esta proyección es, por definición, la subnor- 
mal Tía . Se tiene, pues. 

Por consiguiente, la subnormal en la parábola es igual al pará- 
metro de la curva. 

Si, pues, se toma desde el pié de la ordenada del punto de con- 
tacto de la tangente y en el sentido de las x positivas, una mag- 
nitud rp (fig. 70) igual al parámetro, el punto p pertenecerá á 
la normal. Uniendo este punto con el de contacto m, se obtendrá 
la normal. 

185. Diámetros. — Conforme á la definición de diámetro (núm. 
143) tenemos que Investigar cuál es la ecuación de la línea que 
pasa por los puntos medios de un sistema de cuerdas de la pará- 
bola paralelas. 

Sea 

V ^ gx + h 

la ecuación de una recta cualquiera (R) paralela á la recta (D) que 
tiene por ecuación 

V = gx. 

Sean, además, M^(x\ |/'), M*'(a5'\ ^''), los puntos de intersec- 
ción con la parábola de la recta (R): M'M" será una de las cuer- 
das paralelas consideradas. 

Designaremos por (j^t, ^i) las coordenadas del punto medio m 
de la cuerda M'M". Como los puntos M', M", son á la vez pun. 
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tos de la parábola y de la recta (R), se tendrán las ecnaciones si- 
multáneas 

(1) i/'»=2px', y"' = 2px". 

Restando las dos últimas, se elimina &hy ae obtiene 

„ y' -y" 

Sustituyendo en esta relación por x^ y ¿c" sus valores sacados 
de las ecuaciones (1), resulta 





(2) 






g- 


2p . 

?/' + ?/" 




Mas se 


tiene (núm. 16) 














1/1 


v' + y" 
2 


y 


, por consiguiente 


(2), 








(3) 








g=^- 



Esta relación es independiente del parámetro hque particula- 
riza la cuerda, y es, pues, aplicable á todos los puntos medios del 
sisiiema de cuerdas paralelas considerado; la variable que la rela- 
ción (3) encierra es la ordenada de un punto medio cualquiera; y 
es por tanto la ecuación del diámetro conjugado de la recta (D). 

La ecuación (3) se puede escribir de este modo 

(4) ?/ = J' 

y como g es un parámetro variable, se deduce que la ecuación (4) 
presenta una familia de rectas paralelas. 

Por consiguiente, en la parábola todos los diámetros son rectas pa- 
ralelaS' 

186. Teorema. — La tangente á la parábola es paralela á las cuer- 
dos conjugadas del diámetro que pasa por el punto de contacto- 
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En efecto el coeficiente angular de la tangente á la parábola en 
el punto M' (x\y') tiene por expresión 

P 
V 
Por otra parte, de la ecuación del diámetro que pasa por el pun- 
to M'(núm. 185, reí. 4) 



se deduce 



y, por consiguiente, 



..=B, 






Luego la tangente en M' es paralela á las cuerdas conjugadas 
del diámetro que pasa por M'. 
187. Ecuación de la parábola referida á una tangente y 

AL DIÁMETRO QUE PASA POR EL PUNTO DE CONTACTO.— Si esCOge- 

mos como nuevos ejes de coordenadas la tangente Mt/i que pasa 
por un punto cualquiera M (x\ y') de la parábola y el diámetro 
Mxi que pasa por el punto de contacto M (fig. 71), obtendremos 
las fórmulas de transformación correspondientes, substituyendo 
en las generales (núm. 20) 

, a?i sen fc^ — a) -\- y^ sen (<l> — a') 

x = Xo + ^ y 

sen 9 



los valores 



. Xi sen a + '2/1 sen a' 

y-y^ + ^^ ' 



Xo = x' yo = y\ "^"^ 2' ^ ~ ^' 



Efectuando esta substitución, se obtiene 

(1) X = X\ + X^ + Xx + Vi eos o.\ y = y^ -{- y^ sen a'. 

Ahora bien, como el coeficiente angular de la tangente Myt es 



también igual á tang a', se tiene 

tang a' 
De esta relación se deducen las expresiones 



tanga' = 2.. 

y 



Otomefría Analítiei-21 
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sen o = 



Vp' + 1/'^' 



eos a' 






Substituyendo estos valores en las ecuaciones (1), se tendrán 
las fórmulas de transformación definitivas 



(2) x = x' + x^ + 



VVí 



Vp^ + y^'' 



y = v' + 



VVi 



La ecuación de la parábola referida á los nuevos ejes, se obten- 
drá reemplazando en 
la ecuación primiti- 
va 

y^ = 2px, 

las coordenadas pri- 
mitivas xéy por los 
valores anteriores. 
Así se obtiene redu- 
ciendo 







Jljr. /y 



= 2px^ + 2pXi. 

Pero como el nuevo origen M es un punto de la parábola, se 

tiene 

y'^ = 2px\ 

Por medio de esta relación, la ecuación precedente (3) se con- 
vierte en 

2px,. 



2 2 

P Vi 

P' + y" 



Despejando á i/i^, poniendo para abreviar 



(4) 



P^ + ?/' 

jo' 



= P. 



y suprimiendo los índices de las variables, se obtiene 

y* = 2p'x, 
ecuación de la misma estructura que la primitiva 

y^ = 2px. 
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CAPITULO IV. 



ESTUDIO COMPARATIVO DE LAS TRES CURVAS 
DEL SEGUNDO GRADO. 



188. Ecuación de las tres curvas.— Si se refiere la elipse á la 
tangente en el vértice A' ( — a, 0) y al eje correspondiente, esco- 
giendo la tangente como eje de las y y el eje de la curva como 
eje de las x, se tendrá que pasar de un sistema de ejes rectangu- 
lares á otro sistema de ejes paralelos á los primeros, porque la 
tangente en A' es paralela (núm. 145) al eje primitivo de las y, y 
el primitivo y el nuevo eje de las x coinciden. Las fórmulas res- 
pectivas de transformación son, en general (núm. 21) 

(1) x = X(i + Xx, V = yo + Vi. 
Pero en el caso actual se tiene 

Xo = — rt, 1/0 = 0, 

y, por consiguiente (1), 

x= — a + Xt, y = Ví^ 

Substituyendo estos valores en la ecuación primitiva de la elipse 

a^ y"" + 6V — a^ b^ =0, 
se obtiene reduciendo 

(2) a^yx^ + b^'xt^ — 2b^axt = 0. 
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Despejando á i/i* y poniendo para abreviar 

(3) p==-~, g=-^, 

a a 

resulta 

(4) yr = 2pxt — qxt^. 

Si se refiere ahora la hipérbola á la tangente en el vértice A {a 
0) y al eje transverso, escogiendo la tangente como eje de las y, y 
el eje transverso como eje de las x, serán también paralelos los 
dos ejes de las y y coincidentes los dos ejes de las ce. Las fórmu- 
las de transformación se obtendrán, pues, substituyendo en las 
fórmulas que sirven para pasar de un sistema de ejes á otro sis- 
tema de ejes paralelos á los primeros (1), los valores 

Xo = a, ?/o = 0. 
Así se obtienen las fórmulas 

x-=-a + xi, y = yi» 

Substituyendo estos valores en la ecuación primitiva de la hi- 
pérbola 

a^y^—p^a? + aH^ = 0, 
se obtiene reduciendo 

d^y,^ — b-x,'^ — 2b-axi = 0, 

ecuación que sólo difiere de la correspondiente dé la elipse (2) en 
el signo del coeficiente de Xi^ . 

Despejando &y^^ y empleando la abreviatura anterior, (3), re- 
sulta 

(5) l/i^ =2pxi +qx^\ 

Por último, la ecuación de la parábola referida á su eje y á la 
tangente en el vértice es (núm. 175) 
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l/l*= 2/9X1, 

y esta ecuación se deduce de las anteriores (4) y (5), haciendo en 
éstas g = 0. 

En suma, la ecuación 

(6) 1/^ = 2px + qar , 

representa una elipse, si q es negativo; una hipérbola, si q es po- 
sitivo; y una parábola si q es nulo. Esta es la ecuación que se lla- 
ma de las tres curvas. 

189. La parábola se puede derivar de la elipse ó de la hi- 
pérbola. — Consideremos una elipse referida á la tangente en 
uno de sus vértices y al eje correspondiente, y supondremos que 
sea el vértice considerado anteriormente (núm 188). Si se conser- 
va inalterada la distancia del vértice que se ha escogido como ori- 
gen al foco correspondiente y si se hace tender hacia el infinito el 
«je mayor, la elipse se transformará en una parábola. 

En efecto, sea k la magnitud invariable F'A'. Se tiene evidente- 
mente 

k = a — c. 

Substituyendo el valor de c sacado de esta relación en la igual- 
dad 

?>2 = «2 _ ^ ^ 

se obtiene 

b^ =2ak — k^, ^ 

y, por consiguiente, 

b- 07 ^ b^ 2k Jc^ 

a a a a a 

Si, pues, se tiene a = oo, las precedentes relaciones se conver- 
tirán en 

p = 2k, (7 = 0, 
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y la ecuación de la elipse considerada 

^2 = 2px — qa? 
se mudará en 

que es la ecuación de la parábola que tiene por vértice el punto A* 
y por foco el punto F^ 

Por consiguiente, la parábola es la posición límite de una elip- 
se cuando se conserva inalterada la distancia de uno de los vérti- 
ces al foco correspondiente y se hace tender hacia el infinito el 
eje mayor de la elipse. 

Consideremos ahora una hipérbola referida á la tangente en 
uno de sus vértices y al eje transverso. Si se conserva inalterada 
la distancia del vértice que se ha escogido como origen al foco co- 
rrespondiente y si se hace tender hacia el infinito el eje transver- 
so, la hipérbola se transformará en una parábola. 

En efecto, designemos por k la magnitud invariable PA. Se tie- 
ne evidentemente 

Jc= c — a. 

Substituyendo el valor de c sacado de esta relación en la igual- 
dad 

¿,3 = ^ _ ^2 ^ 

se obtiene 

b^ = 2ak + k\ 
y, por consiguiente, 

a a ^ a a a^ 

Si, pues, se tiene a = od, resultará 

p = 2k, q = 0, 
y la ecuación de la hipérbola considerada 
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y^ = 2px + qx^, 

se convertirá en 

y^ = ákx, 

que es la ecuación de la parábola que tiene por vértice el punto A 
y por foco el punto F. 

Por consiguiente, se puede considerar á la parábola como la po- 
sición limite de una hipérbola cuando se conserva inalterada la 
distancia de uno de los vértices al foco correspondiente y se hace 
tender hacia el infinito el eje transverso de la hipérbola. 

190. Corolarios DE LA TEORÍA PRECEDENTE. — I. Si en la ecua- 
ción primitiva de la tangente á la elipse 

aVl/+ b^x'x — a^b^ =0 
efectuamos la indicada transformación de coordenadas (núm. 188); 
x = Xi-- a, y=yv 

x' = x\ — a, y' = y\, 

obtendremos la ecuación de la tangente referida á los nuevos ejes 
que es, suprimiendo los índices, 

«3 y'y + 2>3 (^' _ ^) (^ — a)^a^h^= O, 

Efectuando las operaciones indicadas y simplificando, se obtie- 
ne (núm. 188. reís. 3) 

y'y + qx'x — p (x' +x) = 0. 

Cuando la elipse se muda en parábola, se tendrá q =0, y la ecua- 
ción anterior se convertirá en 

y'y — p{x' + x) = o, 

que será la ecuación de la tangente á la parábola. 
II. Si en la ecuación primitiva de los diámetros de la elipse 
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a g 

se efectúa la propia transformación de coerdenadas, se obtiene la 
ecuación de los diámetros de la elipse referida á los nuevos ejes 

^^ / \ Q i P 

Cuando la elipse se mude en parábola, se tendrá 7= O, y la ecua- 
ción anterior se convertirá en 

V 

g 

que será la ecuación de los diámetros de la parábola. 

III. Por último, transformando de la misma manera las ecua- 
ciones de las asíntotas 

^ = ± —X 
a 

se obtendrán las ecuaciones 

(1) y = ±: — {x — a) = ± ce V" Q' T ?>, 

que serán las ecuaciones de las asíntotas de la hipérbola con 
respecto á los nuevos ejes. 
Cuando la hipérbola se mude en parábola se tendrá 

(7=0, a = co. 

Ahora bien, de la última de estas relaciones y de la relación 
(núm. 189) 

62 = 2ak + h^ , 
se deduce & = Qo , y por consiguiente (1), 

1/ = =F 00. 
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Así pues las asíntotas de la parábola están situadas en el infi- 
nito. 

191. Definición general de las tres curvas.— Nos propone- 
mos investigar cuál es la curva caracterizada por esta propiedad: 
La razón de las distancias de un punto cualquiera- de la curva á un 
punto ñjoy á una recta fja, es una cantidad constante. 

Sean (fig. 72) Dy la recta fija, F el punto fijo, M un punto cual- 
quiera de la linea, r y u las distancias MF, MH de ese punto al 
punto fijo y á la recta fija. Si Je designa la constante dada, la ecua- 
ción de la línea considerada en el sistema rectipolar, será 

(1) r = ka 

Si escogemos como ejes ^ 1^ 

de coordenadas la recta fija 
D?/ como eje de las ?/, y la 
perpendicular T>x á la rec- 
ta fija bajada desde al pun- 
to fijo como eje de las 
£c, tendremos, designando 
por {x, y) las coordenadas 
del punto M y por h la 
longitud DF(núm. 27) 



r2 = y^Jr{x- hy 




Tig 7Z 



2 ^ 

u'^ z=z ocr 



Substituyendo los precedentes valores en la relación (1) 



n^ = 



= h^ li^ , 



se obtiene 
(2) 



f + {x — hf = 7.2 a? 



que es la ecuación de la línea buscada. La curva desconocida es, 
pues, del segundo grado. 
Si se hace í/ = O en la precedente relación (2), se obtiene 



X — ^ = =t /íCC, 
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ecuación que da á conocer las abscisas de los puntos de intersec- 
ción de la curva considerada con el eje de las x. 
Resolviendo la mencionada ecuación, se obtiene 

Tomemos en la figura una magnitud DA igual al menor de los 
valores precedentes (3) y mudemos el origen al punto A conser- 
vando á los ejes sus direcciones primitivas.' Como las coordena- 
das del nuevo origen A son 

íCo = DA == j-q— ^> 1/0=0, 
as fórmulas de transforiu ación (núm. 21) 

X = Xa -{- Xx, y =yQ + y^^ 

suprimiendo los índices, se convertirán en 

Substituyendo estos valores en la ecuación (2), resulta, redu- 
ciendo 

Efectuando las operaciones indicadas y simplificando se obtie- 
ne finalmente 

(4) ^2 + (1 _ 7,2)^2 __ 2hkx = O, 

que es la ecuación de la línea buscada con relación á los nuevos 
ejes. 

Para determinar la especie, identificaremos esta ecuación (4) 
con la ecuación de las tres curvas (núm. 188) 
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y^ — qx^ — 2px = 0. 
Así se obtiene 

(5) g^I(? — l, p = hk. 

De la primera relación se deducen los resultados siguientes: si 
q es menor que cero, k es menor que la unidad; si qes mayor que 
cero, k es mayor que la unidad; si q es igual á cero, k es igual á la 
unidad. Por consiguiente, la curva que representa la ecuación (4) 
es una elipse, si k es menor que la unidad; una hipérbola, si k es 
mayor que la unidad; y una parábola, si k es igual á la unidad. 

En suma, la elipse, la hipérbola y la parábola son las curvas ca- 
racterizadas por esta propiedad: La razón de las distancias de un 
punto cualquiera de estas curvas á un punto fijo y á una recta ñja, es 
una cantidad constante* 

El punto fijo se denomina /oco y la recta fija directriz, 

192. Ecuación POLAR DE LAS TRES CURVAS. —Si se escogen co- 
mo polo el vértice que se ha tomado como origen y eje correspon- 
diente como eje polar, las fórmulas de transformación serán (nú- 
mero 24, reís, 2) 

x^= r eos S, y =■ r sen S. 

Substituyendo estos valores en la ecuación cartesiana de las 
tres curvas 

y^ = 2px + qa? , 
se obtiene la ecuación polar 

^ sen^ 8 = 2pr eos 8 + qi^ cos^ S. 

Dividiendo por r y poniendo por sen^ S, 1 — cos^ 8, se obtiene 

2y? eos 3 

^ ■" 1 — U + <7) cos2 8' 

Es fácil ver que la cantidad (1 + q) es siempre positiva: esto es 
evidente en el caso de la hipérbola y en el de la parábola; q es po- 
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sítivo en el primero y nulo en el segundo. En el caso de la elipse, 
q es negativo, pero menor que la unidad, puesto que b es menor 
que a, y, por consiguiente, (1 + q) es una cantidad positiva, 

193. Discusión de la ecuación polar de las tres cur- 
vas — Nos proponemos construir la curva representada por la 
ecuación polar 



(1) 



r = 



2 p eos S 



1 — (1 + ^) eos*' 8 



Comenzaremos por hacer tres observaciones generales: 19' La 
curva que representa la ecuación que nos proponemos discutir, 

pasa por el polo, porque para ^ = ^> resulta r = 0. 2^ La pro- 
pia curva tiene como eje de simetría al eje polar. En efecto, sean 

(fig. 73) P el polo, P2 

los valores del radio 
vector r que corres- 
ponden á los ángulos 
polares EPz, 2'rr — 
— EPg. Como se tie- 
ne 

eos EPz = 

= eos (2ír — EP«), 

se deduce de la ecua- 
ción (1) que los radios vectores PP, PE son iguales y del mismo 
signo. Como PE y PP son iguales, PD común é iguales los án- 
gulos EPD, PPD, puesto que se tiene 

FPD = 2^ — (27r — EPD) = EPD, 




se deduce que los triángulos EDP, FDP, son iguales, y de esta 
igualdad resulta que Pz es perpendicular á la cuerda EF y que 
la divide en partes iguales. Como EP es una cuerda cualquiera, 
se deduce que Pz es un eje de simetría. 39" Las cantidades r y 
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eos 5 varían siempre en el mismo sentido. En efecto, si se pone 
para abreviar 

(2) D = l— (l + ^)cos- 3, N=2pcos8, 

el valor de r (1) revestirá la forma 



(3) 



N 



Si eos S creee, el denominador D decreee, el numerador N 
ereee, y, por esta doble razón, r crece. Por el contrario, si eos 8 
decrece, D crece, N decrece, y, por esta doble razón, r de- 
crece 

Esto expuesto, pasamos á discutir la ecuación polar propues- 
ta, distinguiendo en la discusión tres casos. 

1er. caso, q <C0.— En este caso el denominador D del valor de 

r no se puede anular, porque si se pudiera anular, se tendría la 

ecuación 

l—{l + q) cos^ 8 = O, 

y, por consiguiente, resultaría 

1 
eos 8 = ±: 



Vi + <? 



valores imposibles, porque como Vi + q' es menor que la uni- 
dad en el caso que analizamos, se sigue que los precedentes valo- 
res de eos 8 son mayores que la unidad. Además, como (1 + q) 
cos^ 8 es mayor que 1, D (2) es positivo, y el signo de r depen- 
derá únicamente del signo que tenga el numerador N; es decir 
(2) del signo que tenga eos 8. 

Cuando 8 crece de 



ri^. 7^ 




O á ^> eos 8 es posi- 
tivo, y, por consi- 
guiente r es positi- 
vo. Al crecer 8 de 

O á ^) eos 8 decrece 

de + 1 á O, y, por 
consiguiente, r de- 
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crece de — — á 0. Así se obtiene (fig. 74) la porción ABP de ja 

— Q 
curva. 

Cuando S crece de x á t, eos 5 es negativo, r es, pues, ne- 

gativo. Al crecer 8 de « ^ '^i eos 5 decrece de O á — 1, y por con- 

siguiente, r decrece de O á — ^- Así se obtiene la porción PCA 

de la curva. 

29 caso, q > 0. — En este caso, el denominado D (2) sí puede 
anularse, porque como Vi + Q' es en este caso mayor que la 
unidad, los valores de eos S que anulan á D 



eos 



8= di 



Vl + g 



son menores que la unidad. 

Sea OL el menor valor de 8 que satiface á la relación. 



eos S = + 



Vl + 



De todos los valores de 8 que satisfacen á la relación precedente, 
solo dos dan direcciones distintas, y éstos son 



8 = a. 



8=2^ 




Sean (fig. 75) PA 
y PB las semirectas 
representadas por 
estas ecuaciones. 

Consideremos aho- 
ra la relación 

eos o = . 

Vi + g 

Poniendo 

8i =7r~8, 

resulta 
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eos 81= — eos 8 = + 



Vi ■+• g 



Como los valores de 81 que dan direcciones diferentes, son a 
y 2^ — a, los correspondientes de 8 serán ^ — a y — {w — a) 
que dan las semirectas PB', PA' directamente opuestas á PB 
yPA. 

Cuando 8 crece de O á a, eos 8 es positivo; N es pues, positivo, y 

como se tiene eos 8 > eos a se deduce cos*^ 8 > eos^ a == - — ; 

1 -JrQ 

Por consiguiente, D es negativo, r es pues negativo. 

Al crecer 8 de O á a, eos 8 decrece de 1 á . > y por con- 

Vi + (7 

2t) 

siguiente, r decrece de á — Qo. Así se obtiene la semira- 

Q 
ma CT de la curva. 

Cuando 8 erece dea á ^7 eos 8 es positivo; N es pues positivo, 
y como se tiene eos 8 < eos a, se deduce eos* 8 <;; eos^ a = — — — 

TT 1 

r es pues positivo. Al crecer 8 de a á -> eos 8 decrece de 



^ Vl + g - 

O, y, por consiguiente, r decrece de + qo á 0. Así se obtiene la se- 
mirama PU de la curva. 

Cuando 8 erece de 5 á ^ — «, eos 8 es negativo; D es pues ne- 

gativo, y como se tiene eos 8 > eos (^ — a) = — eos a, se deduce 
eos* 8 <<; eos^ a; D es, pues, positivo. Por consiguiente, r es we- 
gativo, 

ir — 1 

Al crecer 8 de - á ^ — «, eos 8 decrece de O á . y, por 

2 Vl + g 

consiguiente r decrece de O á — Qo. Así se obtiene la remirama 

PV de la curva. 

Por último, cuando 8 crece de ^ — a á ^, eos 8 es negativo, N es 

pues negativo, y como se^'tiene eos 8 <; eos (tt — a) = — eos «, se 

deduce eos* 8 > eos^ a; D es pues negativo. Por consiguiente, r es 

positivo. Al crecer 8 de ^ — a á ^, eos 8 decrece de ~. & 

Vl + g 
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— 1, y, por consiguiente, r decrece de + qo á — . Así se ob- 
tiene la semirama CS de la curva. 

3er. caso, q = 0. — En este caso, el denominador D tiene por ex- 
presión 1 — eos* 8 y es siempre positivo. Se anula cuando se tiene 



eos S = ± l. 

Los valores de ^ que satisfacen á las precedentes relaciones, 
dan una semirecta única: el eje polar. El radio vector r es enton- 
ces infinito. 

Cuando S crece de O á -j eos ^ es positivo; r es pues positivo. 

Al crecer S de O á ^j eos 8 decrece de 1 á O, y, por consiguiente 

r decrece de + Qo á 0. 

Así se obtiene (fi- 
^i^. 76 ^ — '^ gura 76) la porción 

PU de la curva. 
Cuando S crece de 

ir 

^ á ^, eos 8 es nega- 
tivo; r es pues nega- 
tivo, Al crecer S de 

- á «•, eos S decrece 

de O á — 1, y, por 
consiguiente r de- 
crece de O á — 00. Así se obtiene la porción restante PV de la 
curva. 




FIN. 
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rectrices, 198. — Parábola, 201. — Aplicación de las fórmulas generales á las 
ecuaciones reducidas de las cuadráticas con centro, 201. — Aplicación de 
las fórmulas generales á la ecuación reducida de las tres curvas, 206. — Apli- 
cación de las fórmulas generales á la ecuación reducida de las tres curvas, 
208. — Ecuación de la polar con relación á una cuadrática representada por 
la ecuación focal, 210. — Ecuación polar de las cuadráticas, 213. 

CAPITULO VI. 

SECCIONES CÓNICAS. 

Secciones planas del cono recto de base circular, 218. — Observación im- 
portante, 224. 

LIBRO TERCERO. 
Estudio especial de las curvas del segundo grado. 

CAPITULO I. 

ESTUDIO ESPECIAL DE L.A ELIPSE. 

Definición de la elipse, 225.— Ecuación cartesiana de la elipse, 227. — Cons- 
trucción de la elipse, 228.— Trazo de la elipse, 231. — Directrices, 234.— Ecua- 
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ciones de la elipse, 236. — Ecuación polar de la elipse, 237. — Discusión de la 
ecuación polar de la elipse, 239. — Ecuación de la tangente á la elipse, 241. 
— Ecuación de la tangente en su forma habitual, 243. — Elcuación de la tan- 
gente á la elipse enfunción del coeficiente angular, 243. — Tangente paralela 
á una recta dada, 244. — Tangente ala elipse tirada por un punto exterior, 
245. — Normal á la elipse, 247. — Tangente, normal, subtangente y subnor- 
mal, 248.— Subtangente y subnormal en la elipse, 248.— Teorema, 250.— Diá- 
metrop, 251.— Diámetros congujados, 254. — Teorema, 264. — Relación entren 
las coordenadas de las extremidades de dos diámetros conjugados, 255. — 
Cálculo de las longitudes de dos diámetros conjugados y del ángulo que 
forman, 256. — Ecuación de la elipse referida á dos diámetros conjugados, 
260.— Cuerdas suplementarias, 263. 



CAPITULO II. 
ESTUDIO ESPECIAL DE LA HIPÉRBOLA. 

Definición de la hipérbola, 266. — Ecuación cartesiana de la hipérbola, 
267.— Construcción de la hipérbola, 270.— Asíntotas de la hipérbola, 273.— 
Hipérbola equilátera, 276. — Hipérbola referida á sus asíntotas, 276.— Direc- 
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bola, 281.— Discusión de la ecuación polar de la hipérbola, 284.— Ecuación 
de la tangente á la hipérbola, 286. — Ecuación de la tangente á la hipérbola 
en función del coeficiente angular, 288. — Tangente paralela á una recta da- 
da, 289.— Teorema, 290.— Ecuación de la normal á la hipérbola, 292.— Sub- 
tangente y subnormal, 293. — Diámetros, 294. — Discusión, 296. — Diámetros 
conjugados, 297.— Ecuación de la hipérbola referida á dos diámetros con- 
jugados, 299.— Teoremas de Apolonio, 302.— Teorema I, 303.— Teorema II, 
304. — Cuerdas suplementarias, 305. 
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ESTUDIO ESPECIAL DE LA PARÁBOLA. 
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—Construcción de la parábola, 310.— Ecuación polar de la parábola, 311.— 
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rábola, 313.— Ecuación de la tangente á la parábola, 314.— Ecuación de la 
tangente á la parábola en función del coeficiente angular, 315. — Teorema, 
316.— Elcu ación de la normal á la parábola, 318.— Subtangente y subnormal, 
318. — Diámetros, 319.— Teorema, 320. — Ecuación de la parábola referida á 
una tangente y al diámetro que pasa por el punto de contacto, 321. 
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CAPITULO IV. 

ESTUDIO COMPARATIVO DE LAS TRES CURVAS 
DEL SEQUNDO GRADO. 



Ecuación de las tres curvas, 323. — La parábola se puede derivar de la 
elipse 6 de la hipérbola, 325.— Corolarios de la teoría precedente, 327.— De- 
finición general de las tres curvas, 329. — Ecuación polar de las tres curvas, 
331.— Discusión de la ecuación polar, 332. 
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